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Metindeki ilgili bolimler §5.6, 3.7

Genel olarak agisal momentum toplami

Bir 6nceki 2 spin 1/2 sistemine ait tartigmamizi agagidaki gibi genelleyebiliriz. Bize iki agisal
momentum, Ji ve Jo'nin (6rnegin, iki spin, veya bir spin ve bir orbital agisal momentum, veya
bir ¢ift orbital agisal momentum) verildigini diisiiniin. Iki acisal momentumu birlikte, daha
onceki gibi direkt ¢arpim uzayimm kullanarak bir [ji,m1) ® |2, m2) carpim baziyla irdeleyebiliriz.

Bu operatorleri ¢carpim vektorleri iizerinde

Ji(la) ®18)) = (J]a)) ® |6),

Ta(ja) ®18)) = |a) © (J]8)),

seklinde temsil eder ve dogrusallik ile genel vektorlere genigletiriz. |[ji,m1) ® |j2, m2) garpim

baz, (J2,J2, J12, J2.) ile saglanan siradegismeli gozlenebilire karsilik gelen bazdir.

Toplam agisal momentum
J=J+J
tarafindan tanimlanir. Toplam agisal momentumu igeren bir siradegigmeli gozlenebilirler kiimesi
(J2,J32,J%,J,) operatorleri ile saglanir. Her iki bazin da, tek ve toplam acisal momentumun
tiim bilegenleri ile degisme ozelligi gosteren J? ve J3'mnin 6zvektorleri oldugunu dikkate alin
(ahigtirma). Ayrica, |j1,j2, m1, m2) ¢arpim vektorlerinin aslinda J,'nin, m = my 4+ msq ile verilen

ozdegerli, 6zvektorleri oldugunu not ediyoruz, ¢iinkii

J|j1, Jas ma, mo) = (Jiz + Jaz)|j1, j2, ma, ma) = (ma + ma)h|j1, j2, m1, ma)
Fakat, toplam acisal momentum vektorlerini — J2'nin 6zvektorlerinin — elde etmek icin carpim

baz1 vektorlerinin dogrusal kombinasyonunu almak zorunda kalacagiz.

Toplam agisal momentum bazi |j1, jo, j, m) ile gosterilir. Verilen j; ve ja degerleri igin,
J=1lin =gl ljr = Jel + 1., +j2 — 1,51 + J2
ile herzamanki gibi
m:_]v_]+137]_17]

oldugu gosterilebilir (ders kitabimza bakin). Herbiri kendi baz c¢esidini tanimlayan bu iki
gozlenebilirler kiimesi birbiriyle tam olarak uyusumlu degildir. Ozellikle, Ji, ve Jo., J2 ile
siradegismeli degildir. Bundan dolayi, toplam agisal momentum 6zvektorlerinin kiimesi birey-

sel agisal momentum O6zvektorlerinden farkli olacaktir. |[ji, j2,7,m) toplam agisal momentum



ozvektorleri, tistliste gelmenin cesitli mq, my degerleri tizerinden gidecegi, |71, 2, m1, m2)’lerin
dogrusal kombinasyonu olarak ifade edilebilir. Kuskusuz ki, |71, j2, m1, ma)’ler de, siipersozisyonun
gesitli j, m degerleri tizerinden olacagi |71, jo2,j, m) cinsinden agilabilir. Bu iistiiste geliglerdeki
katsayilar Clebsch-Gordan katsayilar: olarak bilinir. biitiin bunlarin ¢ok basit bir 6rnegini bir
¢ift spin 1/2 sistemi olaymnda caligtik. Clebsch-Gordan katsayilarinin, kesfetmek igin zamanimiz
olmayan, genel bir teorisi vardir. Bunun yerine nispeten kolay ve oldukg¢a 6nemli bir bagka 6rnegi

kisaca gorecegiz.

Ornek : 3-d’de bir spin 1/2 pargacik

Simdi, 3-d’de hareket eden ve spini 1/2 olan bir parcacigin agisal momentumunu tasvir eden
bazi formiilleri elde etmek igin bu fikirleri uygulayacagiz. Tabii ki, bu relativistik olmayan bir

eletkronun bir modelidir, dolayisla son derece 6nemlidir.

Baglangic olarak, durumlarin Hilbert uzayini belirtiyoruz. Tensor carpim insasini kullanarak,

onu,

|%,4) = |7) ®15:, %)

carpim bazinin formal dogrusal kombinasyonunun uzay: olarak gorebiliriz. Genel bir durum

) = / 00y (Z)|7.4) + a_(Z)|7, )

formundadir. Herzamanki gibi, |a+(%)|?> parcacigin #’de z ekseni yoniinde spin yukari/asagi

bulunma olasilik yogunlugudur. Normalizasyon sartinin

/d?’:c (Jat]* +a—|?) =1

olduguna dikkat edin. Alternatif olarak, durumu, yukarida tanimlanan bazdaki bilegenleri cinsin-
den niteleyebiliriz. Bu halde, bilgiyi, elemanlar1 kompleks degerli fonksiyonlar olan 2-bilegenli

stitun vektori icine diizenleriz. Bu sey bir spindr alans olarak bilinir :

<<f,+w>> _ <a+< >>
@ -¢))  \a-(@

Konum, momentum ve spin operatorleri bu carpim bazinda goyle tanimlanir :

8

X(Z@|S.4) =77, 4), P(Fe|S.1) = (P, £)) ©|S., £)

—

S(17) ® 18, %)) = [T ® (5], £))

Bu, spinér alanlarinda konum ve momentum operatorlerinin herbir bilegen fonksiyon tizerinde

herzamanki ()? carpilir, P tiirev alir) etkisini gergeklestirirken spin operatorlerinin 2x2 matrisler



yoluyla herzamanki islevini yerine getirdigine isaret eder. Ornegin, orbital acisal momentum

L =X x Pdir ve
<y B[H@) _ ifx Va. (%)
77 x Va_(T)

biciminde etkir, ve

Simdi, sistemin toplam acisal momentumunu
J=L+8

operatorii olarak tamimlayabiliriz. Herzamanki gibi, LveS siradegigsmeli oldugundan ve agisal

momentum siradegisimi bagintilarini sagladigindan
[Jaa Jb] = theapeJe

elde ederiz. Dolayisyla, toplam acisal momentum daha once gikardigimiz genel 6zelliklerin
tiimiine sahiptir. Ornegin, J sistemin biitiiniiniin dontislerini iiretirken, L sadece konum ve
momentumun doniislerini iiretir ve S de yalnizca spinin déniislerini iiretir. Biz, ancak L?, S2,
J? ve bir bileseni, mesela J,’i eszamanh olarak kisegenlestirebiliriz. Ji=LveJy=8 seklinde
ayarlayarak j1 =1 =0,1,2,... ve jo = s = % elde ederiz. |l,s = 1/2,7,m) ile belirtilen bir
durum igin, 7’nin mimkiin olan degerleri icin

11
T Ry
j > l+s

elde ederiz.

Toplam agisal momentum 6zvektorleri, orijinal carpim 6zvektorlerine (L, ve S, 'nin 6zvektorlerine)
nasil baghdir? Bu kurulugun taslagim gizecegiz. En yiliksek acisal momentum degerli toplam

acisal momentum 6zvektorleri ile baglayin :

) . 1 . 1 1
‘]1_l7]2_§7j_l+§7m_l+§>

j1 ve jg verildiginde J, igin uygun 6zdegere sahip yalnizca tek bir (dogrusal bagimsiz) ¢arpim

Ozvektort vardir, yani,

) . 1
i1 =1,j2 = 7M1 =1l,mg = §>

boylece
1 1 1 1 1
y :l ) == — ':l _— :l _— pr— ) :l ) = — :l = —
|71 1J2 = 500 +27m +2> |j1 2J2 = 5,1 , M2 2>

elde ederiz. J,’nin daha diigiik 6zdegerlerini elde etmek igin,

J_=L_+5_



merdiven operatoriiniii bu ket’e uygulayabilir ve boylandirabiliriz. Ayrintilar, kitapta bulun-
abilir. Benzer sekilde, j = [ — % ve m = —l+ % en diiglik degerlerinden baglar ve yiikseltme
operatortiinii kullanarak diger m degerli durumlar1 kurabiliriz. Bu yolla, biitiin toplam agisal

momentum 6zvektorlerini, carpim Ozvektorleri cinsinden ifade edebiliriz. Sonug cok cetrefilli

/ 1 1 / 1 1
+ lim+§|l,m—§>®\+>+ l:Fm+§|l,m+§>®|—>

buluruz. Spinér alanlar1 cinsinden, bilegenleri ¢arpim bazinda alarak toplam acisal momentum

degildir. j =1+ % icin

1 1
1 :l’ 1 :7’ :lifjm = ——
i =1j2=5.J 5™ = BT

ozvektorlerini temsil eden Y, (0, ¢) toplam agisal momentum spindrlerini elde ederiz :

1 j:\/lj:m—i—%Y;n:mi%(H@)

VA JiFm+ 1y (6,9)

2 ml:m-i,-%

j?m

Toplam agisal momentumun kesinlikle j =1 £ % ve m ile belirtilen degerleri aldig1 bilindiginde,
bu siitun vektoriiniin yukaridaki (agagidaki) bilegeni bir pargacigin gesitli agisal konumlarda ve

z yoniinde spin yukar: (agag1) bulunma olasilik yogunlugunu belirler.



