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Metindeki ilgili bolimler §5.6, 3.7

Acisal momentum operatorlerinin konum temsili

Konum operatorlerinin konum dalga fonksiyonlar: tizerine ¢arpim yoluyla etkidigini ve mo-
mentum operatorlerinin tiirev alarak etkidigini gérdiik. Bu iki sonucu birlegtirebilir ve kiiresel
kutupsal koordinatlar (7, 8, ¢) kullanarak agisal momentum operatérleri i¢in kullanigh bir konum

dalga fonksiyonu temsili elde edebiliriz. Elimizde
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var. L,’nin 6zellikle kolay oldugunu gorebilirsiniz — bu agikga ¢’de “Gtelemeler” iiretir ki, bunlar
elbette z ekseni etrafinda dontislerdir. L’nin diger iki bilegeni de kendi ilgili eksenleri etrafinda
doniigler iiretirler. Kiiresel kutupsal koordinatlarda z bilegeninin 6zel bir yeri oldugu icin bunlar

Oyle basit formlar almazlar.

Bu sonuclari birlegtirerek, ayrica,
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elde ederiz. Bu son sonucun, —A%r? faktorii farkiyla Laplasyen’in acisal kismi oldugunu fark

etmis olabilirsiniz. Bu sonug
L?=p*P?— (X-P)?+ihX - P

ozelliginden gelir (ahgtirma) burada r? = X2 +Y? 4+ Z2, boylece,
1 2
P2(r,0,0) = —W*V*(r,0,0) = =W (55 5L° + 0 + ~0.)$(r,0,6).
Bundan dolayi, kinetik enerjinin radyal ve acisal kisimlara bilindik ayrigimini operatér formunda

elde ediyoruz.

Orbital agisal momentum o6zdegerleri ve 6zvektorleri; kiiresel harmonikler

Orbital agisal momentum 6zvektorlerinin fiziksel iceriginin oldugunu gérmenin iyi yollarindan
biri bu durumlarda konum olasilik dagilimlarini ¢caligmaktir. Bu nedenle, orbital acisal momen-

tum oOzvektorlerine kargilik gelen
Yim = (Z|l,m)



konum dalga fonksiyonlarini diisiiniiyoruz. Bunlar L? ve L.’nin eszamanli ézfonksiyonlaridir,
dolayisiyla,
Lim, = multhim,, L2y, = U1+ 1),

saglarlar burada — genel itibariyle —
[=0,-,1,...

ve
mp=—l,—l+1,...,01—1,1.

Acisal momentum 6zfonksiyonlarinin her zaman r yaricapima bagh bir fonksiyonu c¢arpan
olarak icerecegini dikkate aliyoruz. Bu, agisal momentum diferansiyel operatérlerin yalnizca
acisal yonlerde tirev almasindan dolayidir. Bunun fiziksel olarak anlami, belirli bir agisal mo-
mentumu olan durumlarin her zaman dejenerelige sahip olacagidir. Bu sizi sagirtmamali : bir
parcacigin durumunun sadece agisal momentumunu belirtmenin, parcacigin durumunu tamamen

belirlemesi beklenmez.*

Simdi, buguklu say1 degerlerinin orbital acisal momentum i¢in gerceklesmeyecegini 6ne stiriiyoruz.
Ik olarak, L, = —ihdy oldugundan L.’'nin 6zfonksiyonlarini kiiresel kutupsal koordinatlarda

bulmanin ¢ok kolay oldugunu not ederiz. Acikga,

wlml = flml (Ta H)eimlqb-

Buradan m;’in yalmizca bir tamsayi olabilecegini hemen goriiyoruz — yoksa )y, strekli bir
fonksiyon olmaz. Simdi, siireksiz dalga fonksiyonlari dogasi geregi kotii degildir. Gergekte
Hilbert uzayinda bir siirii stireksiz fonksiyon vardir. Fakat bu fonksiyonlar tiirevlenebilir degildir
ve bu nedenle momentum ve agisal momentumun tanim kiimesinde yer almazlar. Bu bir
geligkidir, ¢iinkii, siiphesiz ki, tanmim1 geregi operatorlerin tanim kiimesinde olan agisal momen-
tum oOzfonksiyonlar: kurmaya calisiyoruz. Bundan dolayi, orbital agisal momentum ic¢in sadece
(en fazla)
1=0,1,2,..., and my=-I,—-l+1,...,1—1,1

elde edebilecegimize hitkmedebiliriz. Gorecegimiz gibi, haikaten bu belirtilen degerlerin hepsi
de ortaya cikar. (Bu arada, 6devinizde, bu sonug icin alternatif bir tartigma veren bir problem

bulacaksimiz.)
L. denklemini c¢ozdiikten sonra simdi L? denklemini c¢ozmeliyiz, ki bu fim, (r,0) icin bir
siradan diferansiyel denklemdir :
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*Ornegin, bir parcacigin agisal momentumunun yok oldugu klasik hareket diigiiniin. Bu harekette konum ve

momentum vektorleri paraleldir, aksi halde bunlar rastgele olur.



Bu denklemin ¢oztimleri P, (cos #) asosiye Legendre polinomlaridir ve béylelikle acisal momen-

tum 6zfonksiyonlar:
wl,ml (Ta 97 ¢) = fl,ml (r)YYl,ml (9a ¢)

formundadir, burada Y ,,, (0, ¢) kiiresel harmoniklerdir ve fl,mz (r) tamamen agisal diferansiyel
denklemlerin ¢oziimlerinde “integrasyon sabitleri”dir. Kiiresel harmoniklere ait ayrintili formiiller
igin ders kitabiniza bakin. Biitiin negatif olmayan tam sayilarin [ i¢in miimkiin olduguna dikat
edin. Daha 6nce tartigildig: gibi, flml agisal momentum 6zdeger problemi ile belirlenmez. Tipik
olarak, bu fonksiyonlar dalga fonksiyonunun L? ve L. ile degismeli olan bir bagka gdzlenebilirin,
ornegin merkezcil kuvvet probleminde enerjinin, de bir 6zfonksiyonu olmasi koguluyla belirlenir.
Her haliikarda,
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oldugunu kabul ederiz. Bu yolla kiiresel harmoniklerin uzlagimsal normalizasyonu :
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elde ederiz.

Belirli a¢isal momentumu olan bir |/, m;) durumu igin olasilik dagiliminin agisal bagimlihigimin
tamamen kiiresel harmoniklerle belirlendigini goriiyoruz. Olasilik dagiliminin radyal bagimliligi,
bu durum itizerine bagka kogullar konulmadikga, agisal momentumun degeri tarafindan belirlen-

mez.

Acisal momentum toplam : ki spin 1/2 sistemi

Simdi, agisal momentum teorisinin iki (veya daha fazla) agisal momentumun kombinasy-
onunu iceren oldukg¢a onemli ve capragik bir boliimiine bakacagiz. Baslica, iki ayirdedilebilir
spin 1/2 pargacik igeren bir sistemin kuantum modelini olugturma problemine (spin digindaki
hicbir serbestlik derecesini dikkate almayarak) odaklanacagiz. Tekrar edecek olursak, fikir ba-
sitge, bir spin 1/2 sistemine ait mevcut modelden iki tanesini birlestirmektir. Bize gereken
teknoloji direkt ¢arpim insasinin tartigmasinda zaten tanitilmigti. Bu insayi, iki spin 1/2 agisal
momentumunun birlesmesi — veya “toplanmasi” problemi baglaminda tekrar gézden gegirme

firsat1 bulacagiz.

Iki spin 1 /2 pargacikli bir sistem, 6rnegin bir elektron ve bir pozitron, igin segilen bir eksen,
mesela z ekseni, yoniinde herbir parcacigin spin bilesenini 6l¢gmeyi hayal edebiliriz. Belli ki 4 olas1

sonug vardir (aligtirma). Bu 6lglimleri yaptiktan sonra, spin degerlerinin kesinlik derecesinde



bilindigi bu durumlar:
|Sza +> ® |SZ>+>> |Sza +> ® |SZ> _>¢ |Sza _> ® |SZ7+>> |Sza _> ® |SZ7 _>¢

ile gosterebiliriz. Burada, c¢iftin ilk faktorii herzaman “1. parcacik”a isaret eder ve ikinci faktor
de “2. pargacik”a aittir. Bu vektorleri, 2 spin 1/2 pargacigin durumlarinin direkt garpim Hilbert
uzayimin ortonormal bir bazi olarak goriiriz. Dolayisiyla, bu 4 baz vektoriiniin formal dogrusal

kombinasyonunun 4-d Hilbert uzaymi géz ontine aliyoruz. Rastgele bir |¢) vektorii
W) = a++‘5’za +> ® |527 +> + a+*|Szv +> ® |527 _> + a*+|527 _> ® |SZ7 +> + a**’SZW _> ® |SZ, _>

ile verilir. Burada skaler carpim bu c¢iftin timiine verilmistir, fakat tanim geregi ciftteki her-
hangi bir faktore de tahsis edilebilir. Eger isterseniz a4 skalerlerini 4 satirli bir stitun vektori
olugturuyor seklinde gorebilirsiniz; bu skalerlerin karesi herbir parcacik ic¢in S, 6lgiimiine ait
sonucun cesitli olasiliklarini verir. Baska deneysel diizeneklere uyan bagka bazlar da olasidir,

ornegin 1. parcacik igin S, ve 2. parcacik i¢in S,,.



