Ders 22

Metindeki ilgili bolimler §3.1, 3.2

Kuantum mekaniginde dénme hareketleri

Simdi, bir evvelce diigiindiigiimiiz hususlarin kuantum mekanigi ile olan ilgisini irdeleyecegiz.
Kuantum mekaniginde uzay ve zamandaki dontisiimler sisteme ait Hilbert uzayinda tiniter
dontisiimler ile “temsil edilir” veya “gerceklestirilir”. Buradaki fikir sudur : eger 3-d’de bir sis-
teme bir doniigiim uygularsaniz, sistemin durumu degisir ve bu, sisteme ait durum vektoriiniin
doniistimii seklinde matematiksel olarak temsil edilmelidir. Zamansal ve uzaysal 6telemelerin bu
bicimde nasil tasvir edildigini zaten gordiik. Bu aym sablonu takip ederek, herbir R doniisiine,
D(R) tniter doniigimii tammlamak istiyoruz, dyle ki, eger [¢) sisteme ait bir durum vektorii
ise D(R)|t) sistemin R ile nitelenen déniige ugradiktan sonraki durum vektoriinii temsil eder.
Buradaki anahtar gereksinim, iki doniisiin birlegerek bir {igiincii doniiy yapmasi igin gereken
sablonun tniter operatorlerle “taklit” edilmesidir. Bunun igin, D(R) iiniter operatorlerinin

stirekli bicimde dénme eksenine ve agisina bagh olmasini ve
D(R1)D(R3) = ¢“2D(R Ry)

saglamasini sart kogariz, burada wio, temsilinin de belirttigi gibi, R; ve Ry doniiglerinin se¢imine
bagh olabilen gercel bir sayidir. Durum vektérii D(RyR2)|v), €2 D(R1Rs)|v) durumundan

fiziksel olarak ayirt edilemedigi icin bu faz serbestligine izin veriliyor.

Eger, bu D(R) tniter operator ailesini kurmay: basarirsak, bir “bir faz farkina kadar dénme
grubunun tniter temsilini” veya bir “dénme grubunun projektif {initer temsilini” kurdugumuzu
soOyleriz. Biitiin w parametrelerinin, basitce, doniiglerin iiniter temsilcilerini yapilandirmada
birinin sahip olabilecegi kismi bazi serbestlikleri belirttigini diigiinebilirsiniz. (Eger temsilde

tiim w parametreleri yok oluyorsa, sadece “dénme grubunun iiniter temsili”’nden bahsederiz.)

Donme hareketlerinin temsilcileri igin birlesme kuralindaki bu olasi faz serbestligi tama-
men kuantum mekaniksel bir ihtimaldir ve 6nemli fiziksel neticeler dogurur. Bu arada, ders
kitabinmiz, donme hareketlerinin temsilinin genel tanmiminda bu faz serbestligine izin vermekte
siifta kaliyor. Bu pedagojik bir hatadir ve bunda da énemlidir. Bu hata ¢ok ironiktir : ders
kitabi, ilk 6rneginde, D(R) operatorlerini spin 1/2 sistemi igin veriyor ki burada faz faktorleri,

gorecegimiz gibi, kesinlikle degersiz degildir.

Sonsuz Kiic¢iik Donmeler ve Acisal Momentum

D(R) siirekli tarzda bir eksene ve bir agiya bagh oldugu i¢in, bunun sonsuz kiigiik formunu



diigiinebiliriz. Sabit bir n ekseni ve sonsuz kiigiik € icin

D(R)w[—%eﬁ-f

elde ederiz, burada

J = (J1, Ja, J3) = (Juy Iy J2)
JZT = J; agisal momentum boyutunda (bunlarin matris elemanlarin ve 6zdegerlerinin bu boyutta
olmalar1 hasebiyle), kendine esglenik operatorlerdir. .J; operatorii, Hilbert uzayinda, x° ekseni
etrafinda donmeye karsilik gelen doniigtimler iiretir. Bu J; operatorlerini, sisteme ait agisal
momentum gozlenebilirleri ile tanilariz. Tabii ki, agisal momentumun bu matematiksel modelinin
fiziksel saglamas: fiziksel sistemlerin tasvirindeki bu stratejinin acik bagarisina dayanmaktadir.

Ozellikle, J; (uygun kosullar altinda) korunacaktir.

Hilbert uzayinda iiniter doniigiimlerin 3-d uzaydaki donmeleri diizgiin bir sekilde “tak-
lit” (daha dogrusu, “projektif olarak temsil”) etmesini talep ederek, agisal momentum op-
eratorlerinin

[k, Ji| = ihermIm

siradegisimi bagintilarim sagladig1 gosterilebilir (faz faktorlerinin ihmal edildigi bir bigimi igin
kitabiniza bakin). Ispatin biraz siirmesi ve burada gézardi edilmesine ragmen, bu sonug oldukea
anlamhdir. Gergekten de 3-d uzayda sonsuz kiigiik tireteclerin siradegisimi bagintilari gesitli
donme hareketlerinin arasindaki geometrik baglantiy: kodluyor. Bundan dolay1, durum vektérlerinin
uzayinda donmelerin iireteglerinin, 3-d uzayda donmelerle ayni siradegisimi bagintilarina uyma

gerekliligi stirpriz degildir (bir i/ farkiyla ki, bu J 'yi tanimlama geklimizden ortaya ¢ikiyor).

Spin 1/2 sistemi i¢in spin gézlenebilirlerinin bu siradegigimi bagintilarim sagladigini 6devinizde
gordiinliz. Bu sebeple, spin gozlenebilirlerini bir gesit acisal momentum gibi oldugunu tespit
ediyoruz. Bu sadece bir terminoloji meselesi degildir. Kapali bir sistemde (6rnegin, bir atomik
elektron ve bir foton), agisal momentum korunur. Ancak, bir altsistemin (6rnegin bu elektron)
acisal momentumunun korunmasi gerekli degildir, ¢iinkii toplam agisal momentum korunacak
sekilde sistemin geri kalan1 (6rnegin bu foton) ile agisal momentum degis-tokusu yapabilir. Bu
sekilde, acisal momentumun korunumu tarafindan saglanan bu “muhasebe”, “hesaplar1 dengele-
mek” icin spin agisal momentum katkisinin ige dahil edilmesini gerektirir. Spin agisal momentum,

kapali bir sistemin korunan acisal momentumuna bir katk: saglar.

Zaman ve uzay Otelemelerinde kulandigimiz matematiksel teknolojinin aynisini kullanarak,

(sonsuz kiigligiin tersine) sonlu bir donmenin formal olarak

0 i g 7
D(7i,0) = lim (I - %Nﬁ- J) = e~ w07

formiiliine yol acan “bir¢ok” sonsuz kiigiik dénmeden yapilandirilabilecegini gérmek zor degildir.



Bu tistel operatoriin, J'ninki gibi, detayli formu, ¢aligilan 6zel fiziksel sisteme baghdir. Agisal
momentumun en bilindik formu herhalde 3-d’de hareket eden bir parcaciginkidir. Bununla be-
raber, spin, agisal momentumun bir tiirtidiir (yukaridaki tipte bir analize gore) ve matematiksel

olarak konusursak en kolayidir. Dolayisiyla, ilk 6nce buna bakacagiz.

Acisal momentum olarak spin

S;, spin 1/2 gozlenebilirlerinin agisal momentum boyutunda oldugunu ve agisal momentum

siradegisimi bagimtilarini sagladigini hatirlayacaksiniz :
[Sk, Se] = ih€gemSm

Biz bundan dolay: spin 1/2 sistemin dénmelerinin

0n-S

St|s.

D(i1,0) =e”

formundaki {initer operatorlerle yerine getirildigini buluyoruz. Haydi, simdi, bir 6rnege goz

atalim.

z ekseni etrafinda bir donmeyi g6z 6niine alin. S,’nin 6zvektorlerini bir baz olarak kullanip

h(t o
S.=13

matris elemanlarini elde ederiz, boylelikle donme hareketi operatoriiniin matris elemanlar1 (aligtirma)

Bu hesaplamay: tistel fonksiyonun kuvvet serisi tamimini kullarak yapabilirsiniz — bu gidisat1

cabucak goreceksiniz. Tayfsal ayrisim tanimini da kullanabilirsiniz. herhangi bir kendine eglenik

A=Y aiy

oldugunu hatirlaym, burada A|i) = a;|i). Benzer sekilde, 6devde gordiigiiniiz gibi

£04) = 3 Flapli il

A operatorii icin elimizde

Diyelim ki,
A= 8= L (0 - 1))

ve f uygun bir iistel fonksiyon olsun buna gore,

D(2,0) = i = 34) (+] + €2’ )(]



elde edersiniz.
Bu tiniter operator ailesinin olmasi gerektigi gibi
D(2,01)D(z,02) = D(,01 + 02)

sagladigin1 gozden kagirmayin. Diger taraftan, ilging birgeyin gerceklegtigini hemen farket-
melisiniz. Spin 1/2 sisteminin 27’lik bir dénmeye karsilik gelen {initer doniigiimii 6zdeslik degil,
aksine eksi 6zdegliktir! Bundan dolay1, eger spin 1/2 sistemi 27 kadar dondiiriirseniz, bunun [¢)

durum vektorii
) = "R %) = —Jy)
haline dontigiir. Gergekten de, sadece 47 kadar bir dénmeden sonra spin 1/2 durum vektorii
orijinal degerine geri gelir. Bu kot goriiniiyor; boyle bir dontisiim kurali nasil deneyle ortiisiir?
Aslina bakarsak, beklenen degerler bu igaret degigimine kargi duyarsiz oldugu i¢in hergey ¢ok iyi
igliyor :
(WlAJ) = (bler @D Ae™ 7O ) = (B|(~1)A(-Dlw) = (¥]Al¥)

Burada olan gey sudur, spin 1/2 sistemi projektif temsildeki faz serbestliginden faydalaniyor.

Bir taraftan da elimizde
R(n,0)R(n,2m — 0) = R(n,0) = R(n,0) =1

var. Spin 1/2 temsili igin

elde ederiz.

Donme hareketlerinin temsilindeki faz serbestligi daha ¢ok, kuantum mekaniginin fiziksel
diinyay1 tasvir etme yollarinin gii¢ anlagilan ve gapragik bir 6zelligidir. Teorinin bu inceliginden
dolay1 spin 1/2 sistemlerini tam anlamiyla barindirabiliyoruz. Bu, kuantum mekaniginin biiytik
basarilarindan biridir. Gozlenebilir biiytikliikler, z etrafinda doéndiirdiigiimiizde genel olarak

nasil degigir? Beklenen deger z etrafinda bir donme altinda

(A) = (P AJp) — (P|er?S= Ae™ 05 |y)

yoluyla doniigiir. Ornegin A = S, secin. Ustelleri Taylor serisine acarak veya tayfsal ayrigim

kullanarak ve 5 5
S = U =1=)=D Se =S (=] + =) ()
ifadelerinden faydalanarak
eh95: e 19+ = 2]y (| + ]} (+)

= cos 05, —sin S,



elde ederiz (aligtirma). Bir vektoriin = bilegeni, z ekseni etrafindaki bir donme altinda tam
olarak bu sekilde doniisiir.
(Sz) = cosB(Sy) —sinb(S,)

Durum vektorii dontisiirken benzer sekilde,
(Sy) — cos6(S,) +sin6(S,)

takip eder ve kolayca,

(5z) = (S2)

oldugunu gorebilirsiniz.

i§lemciler iizerinde temsil edilen donme hareketleri

Yukardaki sonucun pesgini birakmadan devam edelim. Gordik ki,
e#05: Ae=195: — cog 0S; —sin6S,

Yukaridaki denklemde sol tarafta 3 Hilbert uzayi operatoriiniin ¢arpimi goriiniiyor, ki bu, bir
dénme hareketinin yerini tutan iiniter bir doniigiim yoluyla sistemin durumunu degistirdiginizde
spin vektoru gozlemlenebilirine ne olduguna karsilik gelir. Denklemin sag tarafindaki operator,
sanki 3-d uzayda bir vektoriin bilegeniymis gibi dondiiriirerek elde ettiginiz spin operatorlerinin
dogrusal bir kombinasyonudur. Bu, 3-d uzaydaki donme hareketlerini bunlarin durum vektérlerinin

uzayindaki iiniter temsilcilerine baglayan genel bir kurali yansitir :
DY(7,0)SD(#,0) = R(#,0)S

Bu bagintidan, S ’nin beklenen degerlerinin bir vektoriin bilegenleri gibi davranacagini hemen

gorebilirsiniz. Daha genel olarak, eger V bir vektor gozlenebiliri temsil eden Hilbert uzayinda

kendine eslenik operatorlerin herhangi bir ticliisii ise, buradan
D(a,0)V D(n,0) = R(7,0)V

Bunun, simdi artik donme hareketleri igin, Heisenberg resmine benzesik oldugunu diigiinebilirsiniz.

Sistemin bir donmesi matematiksel acidan durum vektoriniin bir dontisiimii olarak, veya esit

bir bicimde, gozlenebilirlerin bir doéniigiimii olarak goriilebilir (fakat her ikisi birden degil!).



