Ders 17

Metindeki ilgili bolimler §2.8

BHS Hamiltonyen’inin Spektrumu (Devam)

Ders kitabinda N’nin 6zdegerlerinin dejenere ve negatif-olmayan tamsayilar olduklar: ayrintih
olarak gosteriliyor,
A

n=0,1,2,....

Ispatlarin 6ziinde say1 operatoriiniin negatif-olmayan beklenen degere sahip olmasi gerekliligi
yatiyor :
(YINIp) = (lataly) = ((¥]aN)(aly)) >0

burada
(WIN[p) =0 <= afy)=0.

Diger taraftan, a, N’'nin 6zdegerini bir birim algalttig igin, (boylandirmaya bagh olarak) en

diigiik 6zdegerli tek bir |0) 6zvektor olmal, Gyle ki
al0) = 0.

Boylece, N’nin spektrumunun dejenere olmadigi ve negatif olmayan tamsayilardan olustugu
kolayca cikarilabilir :
N|n) = n|n), n=0,1,2,....

Bundan dolay1, enerji spektrumu tamamen kesiklidir :

1
By =(n+ 5w, n=012...

ve enerji 6zvektorleri |n) ile etiketlenir. Bu sonuglar, X ve P’nin Hilbert uzayinda kendine eglenik
operatorler oldugu (veya, esit sekilde, a ve a!’m Hilbert uzay: skaler carpimima gore birbirinin

eslenigi oldugu) kabuliinden doguyor.
Sonug olarak,
aln) = Vnln—1),  alln) = Va+1n+1),  (nlm)=bum
elde edildigi ders kitabinda gosteriliyor. “Temel durum” |0)’in enerjisinin %hw oldugunu ve
al0) =0

sagladigini not edin.



Enerji 6zfonksiyonlari

Basit harmonik saliniciy1 tanimladik ve Hamiltonyen’inin spektrumunu hesapladik. Simdi
enerji 6zvektorlerinin, yani duragan durumlarinin, baz 6zelliklerini arastiriyoruz. Siiphesiz ki,
bu |n) vektorlerinden herbiri, enerjinin E,, = (n + %)hw degerini aldig1 kesinlikle bilinen bir du-
rumu temsil eder. Bu durumlar, diger butiin gozlenebilirlerin, 6zellikle konum ve momentumun,

olasilik dagilimlarini da tanimlar. Konum olasilik dagiliminmi diisiinelim, ki bu,
un() = (xln)

konum dalga fonksiyonlar: ile kontrol edilir. Bu fonksiyonlar: hesaplamak yeterince kolaydir.

C)rnegin, taban durumu dalga fonksiyonu, ug’1 gbz 6niine alin; bu
aug(z) = (z|al0) =0

ifadesini saglar.
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elde ederiz. Bu denklem kolayca ¢oziiliir ve boylandirilabilir bir Gaussiyen verir (aligtirma)
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problem tarafindan ayarlanan bir uzunluk 6lcegidir ve ,gorebileceginiz gibi, Gaussiyen’in genigligini

belirler.

Burada, klasik ve kuantum rejimlerinin baglantili oldugu bir yol gorebiliriz. Tabii ki, bir
salinicinin klasik mekaniksel bir tarifi bu salinicinin taban durumu konumunun kesinlikle z = 0
oldugunu ima eder. Kuantum mekanigi bunun yerine z = 0 etrafinda bir Gaussiyen olasilik
dagilimi saglar. Ancak zg'in “kiiclik” olmas: gartiyla, Gaussiyen’in genigligi ihmal edilebilir ve
bu bakimdan, bu kuantum tasvir klasik tasvir ile birlegir. z¢ uzunluk boyutunda oldugu igin
“kii¢iik” kelimesinde tirnak igaretleri kullandim; kiigiik olup olmadigini diisiinmek onu bir bagka
uzunluk o6lgegi ile kiyaslamaya baghdir. “Makroskobik olaylardan” konusgurken biz genellikle,
mesela santimetre, mertebesinde uzunluk oOlgekleriyle, gram mertebesinde kiitlelerle ve saniye
mertebesinde zamanla ilgileniriz. Bdyle bir rejimde xy gercekten ok cok kiicliktiir. Fakat,

kuskusuz ki, “mikroskobik” rejimde zy kayda deger olabilir.



“Uyarilmig durumlar” (n > 0),

n) = ﬁ(cﬁ)"lm

ozelliginden kolayca elde edilebilir (aligtirma), boylece,

_ 1 2 d " -1(2)?
up(z) = <ﬂ1/4 2”n!m8+1/2> < Too —|—:J:> e o/ .

Bileceginiz gibi, bu formiil, Hermite polinomlarini tanimlamak igin standart “lirete¢ fonksiyonu”

yontemlerinden birini (boyutlu sabitler diginda) temsil eder. Bu nedenle, u,,(z) Gaussiyen taban

durumu ile bir Hermite polinomunun ¢arpimidir. Ayrintili formiller i¢in kitabiniza bakin.

Beklenen degerler

Duragan durum beklenen degerlerinin nasil hesaplanacagini, ve elbette, bunlarin nasil birgeye
benzedigini gérmek egiticidir. Baslangi¢ olarak, konum ve/veya momentumda dogrusal olan

gozlenebilirlerin duragan durum beklenen degerlerinin yok olacagini gézlemliyoruz :

(n|X[n) = 0 = (n|p|n).

Bunu goérmek igin, sadece, boyle gozlenebilirlerin merdiven operatorleri cinsinden dogrusal

oldugunu dikkate alin ve (ortogonalite ile)
(nlaln) < (njn — 1) =0, (nla'|n) o< (njn+1) =0

elde elderiz. Konum ve momentumun beklenen degerlerinin duragan durumlarda yok oldugunu
gérmenin bir bagka yolu
X x [P, H], P x X, H]

(aligtirma) olduguna dikkat etmektir. Buradan sonug kolayca gikar (aligtirma).

Diger taraftan, konum ve momentumun ikinci mertebeden fonksiyonlarinin sifir beklenen
degerleri olmasi gerekmez. Ornegin, taban durumunda (aligtirma)
x
5

Bu, taban durumu Gaussiyen konum olasilik dagiliminin genisligi hakkinda daha 6nce yaptigimiz

2
(0]X2|0) = %m\(a” +a®+ala+ad)|0) =

yorumla alay ediyor. (P?) icin benzer bir hesaplama

h2

0| P?(0) =
(0] P%|0) 202

oldugunu gosterir. Konum ve momentumdaki dagilmalarin (taban durumunda)
h2

(AX)(APY) =



sagladigimi goriirtiz, ki bu, belirsizlik ilkesi ile uyusumludur, ayrica temel durumun bir “minimum
belirsizlikli durum” oldugunu da gosterir. Uyarilmig durumlar minimum belirsizlikli durumlar
degildir; dogrudan bir hesap

(AX?)(AP?) = (n+ %)FF

verir (aligtirma).



