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Metindeki ilgili bolimler §2.2, 2.3

Ehrenfest teoremi

Heisenberg denklemleri, klasik mekanikteki Hamilton denklemleri ile formal bir baglanti
kurdugu icin gekicidir. Klasik mekanikte faz uzayinda fonksiyonlar gézlenebilirleri temsil eder, ve

A gozlenebilirinin zamansal degisim orani Hamiltonyen ile Poisson parantezi tarafindan kontrol

edilir : A
— ={AH
dt { Y }
Bunun kuantum mekanigindeki formal karsilig
1

yoluyla elde edilir. Burada gozlenebilirler solda faz uzayinda fonksiyonlar tarafindan, sagda
ise operatorler tarafindan temsil ediliyor. Bu formal eglesme beklenen degerlerin, uygun bir
yaklagiklik i¢inde, klasik yolu takip edecegini isaret eder. Bu sonug¢ Fhrenfest teoremi olarak

bilinir.
Bu teoremi Heisenberg resminde tiiretmek ¢ok kolaydir. Newton’un ikinci yasasinin kuantum
formunun beklenen degerini alin,
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ve durum vektoriiniin zamandan bagimsizligini
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elde etmek i¢in kullanin (ahigtirma), burada F kuvvettir. Bu sonug Ehrenfest teoremidir.
Alistirma :  Schrodinger resminde bu sonucu nasil tiiretirdiniz?

Ehrenfest teoreminin, beklenen degerlerin klasik dinamigin yasalarina uydugunu gosterdigi
cok sik soylenir. Bu slogan o kadar da dogru degildir. Ozellikle, konumun beklenen degerinin
Newton’un ikinci yasasina mecburen uymasi gerekmez. Beklenen degerler i¢cin Newton’un ikinci

yasasinin dogru bir sekli
R V(X))
dt? d(X?)

olur. Siiphesiz ki, kuantum mekanigi, genelde, bu son denklemi vermez. Bu son sonucu elde

m

etmek icin
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esitligine ihtiyacimiz var, ki bunun gecerliligi kullanilan durum vektoriine oldugu kadar potan-
siyel enerji operatoriiniin formuna da baghdir. Bir boyutta harmonik salmici potansiyeli (daha

detaylica agagida incelenecek) bu esitligin saglandig: basit bir 6rnektir, ki burada

V(X) = %kXQ
bundan dolay1 SV (X(D)
V(X(t
“ox ™
ki bu herhangi durum vektorii igin
wx)0 = T — ke

esitligini saglar.

Harmonik salinici 6rnegi istisnadir. Genellikle, Ehrenfest teoremi beklenen degerlerin klasik

hareket denklemlerine uyduguna isaret etmez Ornegin,

V(X) = ékX?’
potansiyelini diisiintin. Bu halde,
OV ((X) (1)) 2
= k(X
elde ederiz, ki bu genel olarak
IV(X(t), 2
() = k(X 1)

ifadesine esit degildir. Gergekten de, bu iki ifade ancak ve ancak X (¢)'nin dagilmasi yok olursa
— ki dogrusunu soylemek gerekirse asla olmaz — birbirine uyar. (Bununla beraber, momentumda
biiylik bir dagilma pahasina konumdaki dagilmay1 istendigi kadar kiigiik yapan durumlar bu-
lunabilir.) Buradan hareketle, Ehrenfest teoremine gore, bu kiibik potansiyel i¢gin konumun
beklenen degerleri klasik davramsa, sadece secilen durumda (tiim zamanlar igin) konumdaki
dagilma ihmal edilebilir oldugu oranda uyar. Bu sonug¢ genel bir kural tamimlar : parcacigin
hareketine ait klasik davranig temel gozlenebilirlerdeki istatistiksel belirsizlikler yeterince kiigiik

oldugunda ortaya cikar.

Harmonik Salinici : Tanimlar, Hamiltonyen

Simdi, kuantum mekaniginin yiikiinii ¢geken modellerinden birinin 6nemli 6zelliklerini gbzden
gecirmeye bagliyoruz : basit harmonik salimici (BHS). Bu model kullamighdir, ¢iinkii analitik
olarak kolay takip edilebilir, kuantum mekaniginin ¢ok cesitli 6zelliklerini hem fiziksel hem de

bizzat formalizm seviyesinde gosterir, ve kararli denge etrafinda gercek fiziksel sistemlerin bir cok



basit modeline iyi bir baglangic yaklagiklig1 saglar. Fizikte harmonik salinici fikrinin bu kadar sik
ortaya ¢ikmasi dikkate degerdir. Ornegin, harmonik salinici “bagh durum davranigi”nin jenerik
ozelliklerini gosterir, kuarklarin niikleonlarda hapsedilmesini modellemek i¢in kullanilir, “serbest

kuantum alani”nin temel yapitagidir. Fotonlar:1 anlamak icin harmonik salinici kullanilabilir!

BHS matematiksel agidan, ikinci mertebeden bir potansiyelin tesiri altinda bir boyutta
hareket eden bir pargacik olarak goriilebilir (fiziksel olarak genellikle bu sekilde ortaya gikmamasina
ragmen). Bir miktar detaya girerek halehazirda tanimladigimiz konum, X ve momentum, P’dir
(Heisenberg resminde bunlar baslangi¢ anindaki konum ve momentum operatorleridir). Di-

namik, Hamiltonyen tarafindan iiretilir (hem Schréodinger hem de Heisenberg resminde).

Klasik olarak, bu bir dinamik “yaya bagh kiitle” sisteminin enerji fonksiyonu olacaktir, burada
m kiitle ve w Hooke yasasina gore yayin dogal salinim frekansidir. Bu terminolojiyi burada da

koruyacagiz.

Konum ve momentum gozlenebilirlerini biraz ayrintihi caligtik. Bu bir boyutlu basit sis-
tem icin Hamiltonyen ilgi odagidir. Kuskusuz ki, onun spektrumunu ve 6zvektorlerini anlamay:
isteriz, ¢iinkii bunlar enerjinin istatistiksel kesinlikle bilindigi durumlari ve olasi enerjileri nite-
lendirir. Ustelik, H’m tayfsal ozellikleri salinicinin Schrodinger resminde dinamik geligimini
belirleyecektir. H, X ve P’nin cebirsel (siradegisim) ozellikleri Heisenberg resminde dinamigi
kontrol eder. Aslinda, goreceginiz gibi, H, X ve P operatorlerinin cebirsel 6zellikleri esasen

bilmek istedigimiz herseyi bize soyler.

BHS Hamiltonyen’inin spektrumu

H’1 analiz etmek i¢in Dirac tarafindan énciiliik edilmis (olduguna inandigim) zarif bir cebirsel
yol takip edecegiz. Dogrudan konum ve momentum operatorleri ile calismaktan ziyade, daha
uygun bir operator kiimesi agagidaki gibi tanimlanabilir.

a= %(XJ%;P), at = W(X—ZP),
olarak belirleyin ki (aligtirma)

h
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a ve al, klasik salmicinin hareket denklemlerinin genel coziimiinde cikan kompleks genliklerin

kuantum uyarlamasi olarak goriilebilir (aligtirma). Sonra bundan bir miktar daha bahsedecegiz.

Konum ve momentuma ait KSB’den,

[a,al] =1



elde ederiz. Dogrudan hesaplama

1
H = ihw(aafr +a'a) = hw(ala + 5[)

verir (aligtirma). Agikca, Hamiltonyen’in esas anlami “say1 operatorii’nde bulunmaktadir
N :=dla.
Bu operator kendine egleniktir ve simdilik 6zvektorlerini |A) ile belirtiyoruz,
N|X) = AA)

bundan dolay1 enerji 6zvektorleri |A) olur ve,

1
HIN) = BalN),  Ex= (A +5)hw.

Dikkat ederseniz |\) 6zdegerleri boyutsuzdur (alistirma).

Asgagidaki siradegisimleri
[N,a] = —a, [N,al] = af

kontrol etmek zor degildir. * Bu da,
N(af|x) = (A +1)(a'|A))

ve

N(alA) = (A = 1)(alV)

ifadelerine igaret eder (aligtirma).

Bundan dolay1, a' (a), N’in bir 6zvektoriinii alip zdegeri bir birim yiikseltilmis (alcaltilmis)

bir 6zvektore déniistiiriir. Buna baglh olarak, a (a)'min bir enerji 6zvektorii tizerine etkimesi

enerjisi bir “kuantum”, fiw, kadar ytlikselmis (algalmig) bir 6zvektér meydana getirir. Bu nedenle,

at ve a cogunlukla “yaratma ve yok etme operatorleri”, veya “merdiven operatorleri” veya

“yiikseltme ve alcaltma operatorleri” olarak adlandirihir. Dolayisiyla, eger N (veya H )’ bir tek

6zvektorii bilinirse, birbirinden tamsayilarla (veya hAw’nin tam katlari) ayrilan ézdegerli boyle

ozvektorlerden sonsuz tane elde ederiz. Bu sonug sadece konum ve momentumun (veya a ve a')

siradegisimi bagintisindan kaynaklanir.

Devam edecek. . .

*Bunu kontrol etmenin bir yolu
[AB,C] = A[B,C] + [4,C]B

ozelligini, ki aligtirma olarak ispatlamalisiniz, kullanmaktir.



