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Metindeki ilgili bolimler §2.2

Heisenberg resminde uyusumlu/uyusumsuz gézlenebilirler

Heisenberg resmine gegerken uyusumlu/uyusumsuz gozlenebilirler kavraminin bozulmadan

kaldigin1 da not edelim. Bu, siradegisimin
[A(t), B(t)] = [UTAU,UTBU| = U'[A, B)U

seklinde dontigmesindendir (ahgtirma). (Birbirine iiniter/benzerlik doniigimi ile bagh her-
hangi iki operatoriin bu siradegisim 6zelligine sahip olacagini dikkate alin.) Bundan dolayi,
eger A ve B Schrodinger resminde uyusumlu(/suz) ise Heisenberg resminde de (herbir anda)
uyusumlu(/suz) olacaktir. Ayrica Schrodinger resminde iki gozlenebilirin siradegigimi — i kere
bir bagka gozlenebilir — Heisenberg resmine, aynen herhangi bir Schrodinger gozlenebiliri gibi,
yani, liniter doniigiimle, gecig yapar.

A— UTAU

Genel olarak iiniter doniisiimler

Tartigsmamiz zamanla gelisim baglaminda ifade edilmis olsa bile, bu aynm1 mantigin herhangi
bir finiter doniisiime uygulanabilecegini not edin. Ornegin, bir boyutta hareket eden bir parcacik
icin 6telemelerin etkisini, ya, operator-gozlenebilirleri degismez olarak birakip durum vektoriinii

tekrar tamimlayarak :
|11Z)> _>Ta‘1/]>7 A—>A

ya da, esit bir bicimde, durum vektorleri degismez olarak birakip gozlenebilirleri tekrar tanimlayarak

A— TIAT,, ) — [)

bu iki sekilde goriilebilir. Ozellikle, konum ve momentum operatérlerinin ételeme altinda bek-

lendigi sekilde degistigini dikkate alin (aligtirma — ev 6devinde bu seyle oynadiniz) :

TiIXT,=xz+a, TIPT,=p

Heisenberg denklemleri

Bilinen Schrodinger denkleminin gergekten, sadece zamanla gelisim ve onun sonsuz kiigiik

ireteci arasindaki bagintinin Schrodinger resmi gercevesinde bir sonucu oldugunu gordiik :
d

UL t0) = HOU( 1) <= b ho(t)) = HO)Jw(0)
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Bir Hamiltonyen verildiginde, bu denklem, Schrédinger resminde kuantum dinamigini incele-
mek i¢in baglangic noktasidir. Artik gimdi sorabiliriz : Bunun Heisenberg resmindeki benzesigi
nedir? Heisenberg resminde, dinamik evrilme, Schrodinger resminde kolaylik olmasi igin zaman-

dan bagimsiz oldugunu kabul ettigimiz, operator-gozlenebilirler vasitasiyla gergeklesir. Elimizde
A(t) = UT(tv tO)AU<t7 tO)

var. Tki tarafin tiirevini alarak ve U(t,t)’a ait temel differansiyel denklemimizi kullanarak

%A(t) _ —%UT(t,to)H(t)AU(t,to) + UT(t,tO)A%H(t)U(t,to)
_ —%UT(t,to)H(t)U(t,to)UT(t,to)AU(t,to) + %UT(t,to)AU(t,to)UT(t,to)H(t)U(t,to)
= - [A0), Hias(0)

elde ederiz. Burada, Hamiltonyen’in Heisenberg resmi bicimini igin icine kattik :
Hppeis(t) = U (¢, t0)H(H)U (¢, to).

Eger (Schrodinger) Hamiltonyen, siklikla oldugu iizere, zamandan bagimsiz ise, agagidaki ifadeleri

elde ederiz (aligtirma).
0H

H eis =H = H7 A,
Heis(t) (t) BN 0

Bu akilda tutmak igin oldukg¢a onemlidir.

Su denklem,
d 1
ZA®) = = [A(t), Hyeis(t
SA(t) = —[A(0), Hizeis(1)]
A(t) Heisenberg operatorii igin Heisenberg hareket denklemidir. Bir Hamiltonyen verildiginde

bir gozlenebilirin ¢ anindaki Heisenberg operatorii karsiligini bulmak igin
Atg) = A

baglangic kogullar ile, prensip olarak, ¢oziilebilen bir diferansiyel denklemdir. A(t) verildiginde,
olasilik dagihmlarinin zamana bagimhiligi herzamanki yolla elde edilebilir. (Bir ¢ aninda) A(t) ile
temsil edilen gozlenebilirin 6lgimiine ait ¢ikt1 a; 6zdegerlerinden biridir. Bir ¢ aninda (dejenerelik

olmadigini kabul ederek) a; bulma olasiligy

P(ai,t) = [{a, t|v, to)|* = [{ai, to| U (¢, to) [, to) |,

burada |a;, t), A(t)’'nin a; 6zdegerine sahip dzvektoridiir ve |1, t,) de sistem igin durum vektoridiir.



Heisenberg denklemi Schrodinger resminden gelen belirli sonuglar: oldukga seffaf hale ge-
tirebilir. Ornegin, denklemin her iki tarafinin sadece beklenen degeri (tek, zamandan bagimsiz)

durum vektoriinii kullanarak alindiginda

d
SAAN0) = - (1A, H))

oldugu ¢ok aciktir (ahgtirma). Burada [A, H] temsilinin, her iki resimde de iyi tanimh olan, bu
siradegisimine, karsilik gelen gézlenebilir anlamina geldigini not edin. Benzer sekilde, (kolaylik
agisindan Hpye;s = H olacak sekilde zamandan bagimsiz kabul edilen) Hamiltonyen ile degismeli

olan operatorlerin hareketin sabitleri oldugunu gérmek kolaydir :

d 1

SA@) = - [A(t), H] = UT[Alto), H]U =0

Bundan dolay1, korunan biiytiklikler
A(t) =A(ty) = A

esitligini saglar. Bu sonucu dogrudan da gérebilirsiniz. Eger bir gézlenebilir bir anda, diyelimki

t =tg, H ile degismeli ise
A(t) = UT(t,t0) A(to)U(t, to) = U' (¢, t0)U(t, t0) A(to) = Alto)

oldugundan zaman iginde degismez. Acikga, korunan bir biiyiiklilk zamandan bagimsiz bir

olasilik yogunluguna sahiptir ¢iinkii bu operatér Heisenberg resminde zamanla degismez.

Gozlenebilirlerin fonksiyonlari

Zaman gelisimi operatoriiniin Heisenberg operatorlerini ¢ zamaninda, bir benzerlik doniigiimii,
yoluyla tanmimladigini gordiik :
A(t) = UTAU.

Eger A’min fonksiyonu olan bir gozlenebilirimiz varsa, diyelimki F'(A); elbette,
F(A)(t) = UTF(AU

elde ederiz. Bunun
F(A)(t) = F(A(t)) = F(UTAU)

seklinde de ifade edilebilecegini not etmek énemlidir. Bunu gérmek icin, tayfsal ayrigimi kul-

:ZF(a)a a

laniriz :

oyle ki
UTF(A ZF ()UT|a)(a|U = ZF a(t)| = F(A(t)).



Bir potansiyel i¢gindeki bir parcacigin Heisenberg resminde dinamigi

Konumu X (bir anda, mesela ¢ = 0) ve momentumu P (bunlar operatorlerden yapilmig
uzaysal vektorlerdir — orijinal temsilimize geri doniiyoruz) olan bir pargacik igin
P2
H=—+V(X
5 TV(X)
formunda bir Hamiltonyen diigtiniiyoruz. Bu operatoriin zamana baglh olmadigina dikkat edin,
bundan dolay1 o hem Schrédinger hem de Heisenberg Hamiltonyen’idir. Ozellikle,
P(t)?
H(t)=H(0)=H = (t) + V(X(t))

2m

elde ederiz. Bu sonu¢ Heisenberg resminde enerjinin korunumunun matematiksel bir bicimi

olarak gorilebilir.

Haydi, X(¢) konumu ve P(¢) momentumu i¢in Heisenberg denklemlerini hesaplayalim. Belli
ki, bunu yapmak icin konum ve momentumun Hamiltonyen ile siradegigimlerine ihtiyacimiz
olacak. Baglamak ic¢in, Heisenberg resminde sabit bir anda kanonik siradegigimi bagintilarini
(KSB) diigiinelim. Genel

[A(1), B(t)] = U'(t,to) [A(to), B(to)]U (¢, to)
ozelligini kullanarak
X0, X9(1)) = 0= [R(0), P(0)],  [X(0), Py(0)] = ihoi1

elde ederiz (aligtirma). Bagka bir deyisle, Heisenberg konum ve momentum operatorleri herhangi
bir sabit anda KSB’ye uyar. Bu, konum ve momentum arasindaki belirsizlik ilkesinin zamandan

bagimsiz — Schrodinger resminde de ispatlayabileceginiz bir gercek — oldugu anlamina gelir.

Simdi, dogrudan

X'(t),H = —P'(t
(X(0), H] = 2 P(1)
oldugu hesaplanabilir, oyle ki {
dX"'(t) 1,
= —P'(t
dt m ®)

Boylece, pargacigin hizi ve momentumu birbirine baglanir; bu sonucun Schrodinger resminde
olugturulmasi biraz daha dikkat gerektirir. Momentuma ait Heisenberg denklemlerini hesapla-
mak icin

siradegisimlerini hesaplamamiz gerekir (aligtirma). Bunu yapmak igin herhalde en kolay yol

[P0, VX (1)) = U (1, 0)[P, VX)JU(1,0) = —ihUT(1,0) T (X)U(1,0) = ~ifi o (X (1)




ifadesini kullanmaktir. Burada

oV
ozt

[P, V(X)] = —ihio—(X)

kullandik, ki bu, sonsuz kiiclik otelemelerin iireteci olarak P;’nin tanimini konum 6zvektorleri
baz1 iizerinde kullanmak suretiyle kontrol edilerek dogrulanabilir (iyi ahgtirma). Hepsini bir

araya getirerek

dpi(t) ov
= ——(X(t
o i (1))
elde ederiz. X(t) i¢in Heisenberg denklemlerini kullanarak, P(t) i¢in Heisenberg denklemini
d2X(t) ,
— = F"(X{(t
= pix()
olarak yazabiliriz, burada
ov

FI(X(t) = ——— (X(¢
(X(t) = =55 (X))
kuvvetin Heisenberg resminde ¢ aninda kuantum temsili olarak goriilebilir. Bu Newton’un ikinci

yasasinin kuantum kargiligidir.

Bu sonuctan, bir kuantum parcgacigin aslina bakilirsa tipki bir klasik parcacik gibi davrandigina
inanmak ¢ok c¢ekicidir. Herseyden once, temel gozlenebilirler her iki kuramda da ayni hareket
denklemlerine uyuyorlar. Kuskusuz ki, sirf konum ve momentumun kuantum teorisinde istatis-
tiksel kesinlikle bilinmesinin miimkiin olmamasi nedeniyle bu dogru degildir. Bu mevzuya bir

sonraki boliimde daha yakindan bakacagiz.

Elementer bir ¢rnek olarak, 1-d’de bir serbest parcacik, V' = 0, diigiinelim. Heisenberg

denklemleri
dX(t) P(t) dP(t)
pr— 5 pr— 0
dt m dt

ve ¢Oztimleri (tg = 0 secerek)

P(0
X(t) =X (0)+ Qt, P(t) = P(0).
m
Burada X (0) = X ve P(0) = P, daha énce Schrodinger resminde ele aldigimiz operatorlerdir.
Momentum agikca bir hareket sabitidir : bir serbest parcacik i¢cin momentum olasilik dagilim

zamandan bagimsizdir. Konum olasilik dagilimi zaman iginde degisir, yani,



