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Metindeki ilgili bolimler §1.6

Stirekli ve/veya simirsiz degerli gozlenebilirler

Artik (relativistik olmayan) bir parcacigin kuantum mekaniksel tarifine dénmeye hazriz.
(Spinsiz) bir pargacigi, bu modelde temel gozlenebilirler olan konum ve ¢izgisel momentum ile
tamamen nitelendirilen bir sistem olarak tamimlayacagiz. Bu, biitiin gbézlenebilirlerin, konumun
ve momentumun fonksiyonlar: oldugu anlamina gelir. Konum ve momentum degigkenlerinin
kesikli bir degerler kiimesi almasi (agisal momentumun ve - siklikla - enerjinin aldig1 gibi) olasi
iken, bunun deneysel bir kaniti halihazirda mevcut degildir. Bundan dolayi, bu gozlenebilirlerin
stirekli, sinirsiz degerler kiimesi alabilecegi bir model kuruyoruz. Acikca, siirekli, sinirsiz spek-
trumlu kendine eslenik operatorler kabul eden bir Hilbert uzay: tanimlamaya ihtiyacimiz var.
Bu ozelliklerden hicbiri sonlu boyutlu vektor uzaylarinda miimkiin degildir ve burada dolayisiyla
sonsuz boyutlu ortama (yani, fonksiyon uzaylari) girmek zorunda kaliyoruz. Bu temkinli ol-
mamiz gereken bazi matematiksel inceliklere yol aciyor. Bu tartigmamizda c¢ok titiz olmamaya
calisacagim clinki bu bizi alanimizdan c¢ok uzaklara gotiiriir. Ancak, size makul, - bir mik-
tar formal oldugunda - anlagilmas1 kolay bir ele alig bicimi vermeye c¢alisacagim. Ik olarak,
bu vaziyetin iistesinden gelmek igin size bir recete vereyim. Sonra, bu formal recetenin ise
yaramasini saglayan (ve hatta nerede aldatici oldugunu gosteren) altta yatan matematigin bir

yorumunu vereyim.

Formal recete

Stirekli, sinirsiz a € R degerler kiimesi ile bir A gozlenebiliri tanimlamak istiyoruz. Yine A
ile gosterilen bir kendine eslenik dogrusal operatoriin ve siirekli |a) vektorlerinin bir kiimesinin

varligini

Ala) = ala)

olacak sekilde varsayiyoruz. “A ’stirekli’ bir spektruma sahiptir” deriz. Bu vektorler “delta

fonksiyonu tarzinda ortonormal” olmalidir :
{ala") = 6(a,a’).

Bunu, Kronecker delta ile yazilan herzamanki ortonormallik ifadesinin bir siireklilik genellemesi

olarak diigiinebilirsiniz. Bu |a) vektorleri bir baz olugturacaktir, yani 6zdesligin stirekli bir

1= [ dala)al,

—00

ayrisimidir :



Oyleki

) = [ dola)(aly)

—0o0

yazabiliriz.

Altinda yatan matematigin, kelimelerin ifade etiginden daha incelikli oldugu yerde tirnak
igareti igine alarak gunu soyleyebiliriz. Bu a “6zdegerler”ini A 6lgiimii sonuglarinin olasi degerleri,
|o) “6zvektorleri”ni de A'min kesinlikle a degerine sahip oldugu “durumlar” olarak yorumlariz.
|(a]¥)|>da skaleri Anm |1) durumunda [a,a + da] araligmda deger alma olasiligidir. Ozellikle,
A gozlenebilirinin [aq, ag] arahiginda bir degerde bulunma olasilig:

a2
PAE [aa)) = [ dalialu)
ai
ile verilir. O halde, [{a|t)|*’yi A’'nin ¥ durumundaki olasilik yogunlugu olarak adlandiririz. A
operatoriiniin siirekli spektrumla verildiginde, soyut durum vektoriiniin

vla) = o) [ dalota)? = (i) = 1.

kompleks degerli fonksiyonu ile tam olarak nitelenebilecegini gorebiliriz. v (a), |¢) vektoriiniin
|a) ile saglanan “baz” dogrultusundaki “bilegeni”’ni temsil eder. Bu, siitun vektorii gosteriminin
siirekli benzesigidir! Boylece Hilbert uzay1 karesi integrallenebilir ¢ (a) fonksiyonlar ile tarif
edilebilir. Kusgkusuz ki, bunu daha once bir parcacigin konum ve momentum temsillerinde

gordiniiz.

Incelikler. Gercek oykiiye kisa bir bakis

Cok biiyiik bir kisim igin, siirekli spektrumlu operatorleri yukaridaki formalizmi kullanarak
sonlu-boyutlu Hilbert uzayinda dogrusal operatorleri yaptigimizin hemen hemen aynisi gibi ele

alabilirsiniz. Bununla birlikte, sizi uyarmaya degen matematiksel incelikler ortaya gikabilir.

Baslangig olarak, bu |a) “6zvektorleri” normlar: olmadig igin - 6(a, a) tammsizdir! - Hilbert
uzayimin gercekten elemanlar1 degildirler. Bilindik bir 6rnekte bunu somut olarak gérmek igin
1-degiskenli karesi integrallenebilir fonksiyonlarin Hilbert uzayinda etkiyen tanidik momentum

operatoriinii (az sonra dogrulugu goriilecek) diigiiniin :

poe) = 2 L y(a)

Bunun “6zfonksiyonlar”i

¢(x) = Ne™

. v LR . .
formunda ve “6zdegerler”i —’dir. x’y1 nasil secerseniz segin,
i
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Bu, ¢(x) ashinda Hilbert uzayinin bir elemanina karsihik gelmez, demektir. Bu zorlugun kaynagi
p’nin sirekli spektrumu oldugu gerceginde bulunabilir.* Eger k = ik ve k gercel say1 olarak

secilirse formal recetemiz galigir.

Eger bir gozlenebilirin spektrumu sinirsiz ise bir bagka zorluk daha ortaya gikar : Hilbert
uzayinin elemanlarinin tiimii operatoriin tansm kiimesinde degildir. Bu zorluk - yalmzca Hilbert
uzay1 sonsuz boyutlu iken olabilir - spektrumun kesikli veya siirekliliginden bagimsiz sekilde
sonsuz oldugu her zaman ortaya cikar. Bunu gostermek i¢in, momentum operatoriine donelim.
Bir kare dalga atmasinin, boylandirilabilir bir dalga fonksiyonu oldugu ve bunun bir parcacigin
Hilbert uzayimin bir elemani oldugu agiktir.* Bununla birlikte, bir kare dalganin “koseler”de
tirevi tamimli degildir. Dolayisiyla, bu operator etki ettirildikten sonra bir fonksiyon elde edilmez
- sadece karesi integrallenebilir bir fonksiyon olarak kalsin. Kare dalga fonksiyonunun momentum
operatoriiniin tanim kiimesinde olmadigini séyleriz. Benzer sekilde konum operatoriiniin tanim

kiimesinde olmayan dalga fonksiyonlar1 kurmak kolaydir. Ornegin,

xT

V) =

fonksiyonunun z’in karesi integrallenebilir (boylandirilabilir) bir fonksiyonu oldugunu kolayca

kontrol edebilirsiniz. Ancak, X operatori boyle fonksiyonlara

yoluyla etki eder. Boylece, 6rnegimizde

W=

elde edilir ki bu, karesi integrallenebilir degildir. Yani bir parcacigin Hilbert uzayinin elemani
degildir.

Siirekli ve/veya sinirsiz spektrumlu goézlenebilirlerin daha siki incelenmesinde, bu mevzular
soyle ele alinir. Siirlandirilmamis operatorlerin kisith bir tanim kiimesi oldugu kabul edilir.
Kendine eslenik operatorlerin tanimina operatoriin ve egleniginin ayni tanmim kiimesine sahip
olacag1 sarti eklenir. Sinirsiz spektrumlu bir gozlenebilirin tanim kiimesi Hilbert uzayimnin
“yogun” bir alt kiimesini olugturur. Bu, her vektoriin (Hilbert uzayindaki normuna gore)
tanim kiimesinin elemanlarinca yeterince iyi bir gekilde yaklagik olarak ifade edilebilecegi an-
lamina gelir. Eger spektrum kesikli (simirsiz oldugunda) ise Hilbert uzaymin 6zvektorlerinin

bir ortonormal bazi bu yogun tamim kiimesi i¢cinden bulunabilir. Eger spektrum siirekli ise

*Elimizde higbir 6zvektér olmadigindan “spektrum”u nasil tamimlariz? Kabaca, A operatoriiniin spektrumu

A — M dogrusal operatoriiniin tersi olamayacak sekilde A skalerlerinin kiimesidir
*Fiziksel olarak, boyle bir dalga fonksiyonu, kare dalga fonksiyonunun yok olmadigi bolge iginde bir yerde

kesinlikle oldugu bilinen bir parcacig1 temsil eder. Ornegin, bu, sonlu boyutlu bir parcacik dedektériiniin icinden

gectikten sonra parcacigin durumu olacaktir.



ozvektorler Hilbert uzayinda degildir ama “genellestirilmis 6zvektorler” dir. Bunlar Hilbert
uzayimnin yogun bir alt kiimesi iizerinde dogrusal fonksiyonlar olan dagilimlarin vektor uzayinda
yagarlar. Boylece bu genellestirilmig 6zvektorlerin, kendi aralarinda ve Hilbert uzayimin tiimiiyle
degil ama bu yogun alt kiimesinin elemanlar: ile tanimlanan bir “skaler ¢arpim”lar1 vardir.
Siirekli spektrumlu kendine eslenik operator, yukarida formal recetemizde belirtildigine ben-
zer gekilde genellegtirilmig baz tanimlamak igin kullanilabilen delta fonksiyonu boylandiriml

genellestirilmis 6zvektorler kiimesi alir.

Eger tiim bu matematiksel detay sizi biraz sagkinlastiriyorsa kendinizi kotii hissetmeyin.
Size sadece hikayenin nasil gittigine dair muglak ipuglari1 verdim. biitiin, biribirini takip eden
bir betimleme vermeye tesebbiis etmedim. Ancak, en azindan inceliklerin nerede yattigimi artik
biliyorsunuz. Takiben, tiim formal iglemlerimiz yukarida ipuglarim verdigim daha biitiinsel bir

matematiksel formiilasyon igerisinde dogrulanacak.

Konum i§lemcisi

Bir parcacigin, ilgili gbzlenebilirlerinin sadece konum ve momentum oldugu bir sistem olarak
tanmimlandigindan zaten bahsetmigtik. Bu fikri kuantum mekaniginde nasil gergeklestiriyoruz?
Konum ve momentumu temsil eden kendine eslenik operatorler tanimlamamiz lazim. Daha 6nce
bahsedildigi gibi bunu, spektrum biitiin gergel sayilar tizerinden siirekli ve sinirsiz olacak gekilde
yapiyoruz. Jenerik A operatoriinii yaptigimiz gibi formal olarak kurulabilen konum operatorii

ile bagliyoruz. Konum operatoriinii X ve tayfsal degerleri x ile gosterecegiz, Oyle ki
X|z) = z|z)

genellestirilmis |z) 6zvektorlerini elde edecegiz. (Uygun bir yogun tanim kiimesinde) X = X

olur. Konum dalga fonksiyonu

vle) = Galu, [ " dzl(@)? = ().

ile tanimlanir. Bir vektor konum dalga fonksiyonu ile tamamen nitelenebilir. Bunun tersi de
dogrudur. Konum dalga fonksiyonu siitun vektoriiniin stirekli bir bicimidir! Bir dogrusal op-
erator, vektorleri vektorlere dontigtiiriir ve boylece dalga fonksiyonlarinda dalga fonksiyonlarina

bir dogrusal dontisiim tanmimlar - ve tarafindan tanimlanir. Bu doniigiim
P(z) = Ap(z) = (2| AY).
yoluyla hesaplanabilir. ()zellikle, konum operatorii fonksiyonlar: fonksiyonlara
P(x) = Xo(x) = (2] X[Y) = z(zl) = zip(x).

yoluyla doniistiiriir. Burada
X|z) = z|z) = (x| X = z(x|.



kullandik.

z) dalga fonksiyonu konum icin olasilik genligidir. Bu, |¢(x)|?*'nin konum icin olasilik
Y(z) dalg y G genlig G

yogunlugu oldugu anlamina gelir. Bu da,

b
Prob(X e [a,b]):/ dazlop () 2.

demektir. Birim vektor kosulunun, dalga fonksiyonlarinin boylandirilmasina igaret ettigini not
edin : o

oo
1= (ulv) = [ dotula)alv) = [ doloi@)P
— 0o —0o0
Son olarak, |z') genellegtirilmiy 6zvektoriiniin, pargacigin belirli konuma sahip oldugu bir

“durum”u temsil ettigini not ediyoruz. Formal olarak, bu durum igin dalga fonksiyonu
U(z) = (z[') = §(z, 7).

olur. Tabii ki, bu dalga fonksiyonu - delta fonksiyonu tarzi diginda - boylandirilamaz. (Deneyin!)

Notlar : Yukaridaki tiim sonuglarin, aslinda herhangi bir siirekli spektrumlu goézlenebilir igin
gecerli oldugunu not edin. Biz basitce birini se¢tik ve konumu temsil edip gosterimimizi buna
gore uyarlamak icin kullandik. Ayrica, gelenek oldugu tizere bu seviyede materyali sunarken
tanim kiimelerini ¢ok gevsek olarak ele aldik. Buradaki fikir, tanim kiimelerinin yeterince
sinirlandirilmig oldugunda yukarida verilen formal iglemlerin anlamh olacagidir. Bu seylerin
yalnmizca formal yapisini anlamaya calismadigimiz icin bu sinirlamalar genellikle agikca yapilmaz.
Kesin hesaplamalar yaparken bu tip seylere genellikle daha fazla dikkat edilmelidir. Fakat bun-

lar1 yapmadan ne kadar mesafe katedilebildigi hayret vericidir!



