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Metindeki ilgili bolimler §1.2, 1.3

Spin durumlari

Simdi, spin-1/2 parcacigin durumlarini modelliyoruz. Daha 6nce oldugu gibi, parcacigin,
birim vektér n yoniindeki spin vektorii bilegeninin +//2 oldugu bir durumunu |S - n, +) ile
gosteriyoruz. Durumlarin Hilbert uzayini soyle tanimlariz. Secilen herhangi bir n i¢in H’'in
IS - n, +) ile taranacagini ve farkli n se¢imlerinin sadece farkl bazlar verecegini kabul ederiz.
Dolayisiyla, her |¢) € H vektort,

) = ay|S-n,+) +a_|S-n,-) 1)

vasitasiyla agilabilir. Herbir |S - n, +) kiimesinin ortonormal bir baz olugturdugunu varsayarak

‘H iizerinde skalar ¢arpimi tanimliyoruz :
(S n,£[S-n,+) =1, (S'n,FS-n,£)=0

Her vektor bu baz cinsinden agilabildigi icin bu, herhangi iki vektoriin skaler carpimini tanimlar

(ahigtirma). (1)’deki agihm katsayilarimin
at+ = <S -1, i|¢>
ile hesaplanabilecegine dikkat edin.

Bu, bir [¢) vektoriiniin ortonormal (ON) |i) bazinda, ¢ = 1,2,...,n agilmasma ait genel

sonucun sadece bir 6rnegidir. Burada ON 6zelligi
(ilj) = 04
formunu alir.

Elde
) =Y aili), ci = (i|)

var (aligtirma). Bundan dolayn,
[) = 21Dl
yazabiliriz.

Spin bazlarindan birini, mesela |S - n; +)’yi se¢tigimizde, vektorlerin bilegenlerini siitunlar

olarak gosteririz. Dolayisiyla, baz

<S-n,i\S-n,+>—<;>, <S~n,:F]S‘n,—>—((1)>.



Daha genel olarak, acilimi
WJ) = (1+|S -n, +> + a’*|s 1, _>

olan bir vektor,

(S-n,+[¢) = ( “ )

a_

kolon vektori ile temsil edilir.

|1)’a kargilik gelen (1| bra’si satir vektorii olugturan bilesenlere sahiptir :

(WIS n,+) = (a} o).

Dogrusal operatorler

Kuantum mekanigi kurallarini kullanarak spin 1/2 sisteminin bir modelini kurmadaki bir
sonraki adim, daha 6nce belirtilen iki boyutlu vektor uzayinda, gozlenebilirleri (S;,S5,,S5-) kendine
eslenik operatorler tarafindan temsil etmektir. Bunu yapmak icin bra-ket gosterimimizde dogrusal
operatorlerle nasil calisilacagini agiklamamiz gerekiyor. Dogrusal bir A operatorii H’tan kendi-
sine dogrusal bir déntigiimdiir. Yani, herbir |¢)) vektoriine bir A|y) vektorini iligkilendirir. Bu

iligkilendirme (“doniisim”, “operasyon”) dogrusal olmak zorundadir :
A(ala) +0|8)) = aAla) + bA|S) .

Eger vektorleri siitunlar olarak diigiiniirseniz, dogrusal bir operatér kare matris olarak temsil
edilir. Bunu birazdan detaylica agiklayacagim. Bildiginiz gibi, eger bir satir vektoriini alip
ayni biiyiikliikteki bir siitun vektorii ile soldan carparsaniz bir kare matris, yani bir dogrusal
operator elde edersiniz. Daha genel olarak, bir |a) ket’i ve bir (3| bra’si verildiginde dogrusal

bir operatori
A= la)(B|

ile tanimlayabiliriz. Bu

Alp) = |a)(Bly)

anlamina gelir. Bunun dogrusal bir operatér oldugunu bir aligtirma olarak kolayca kontrol

edebilirsiniz. Bu operator “dig operator” veya “tensor operator” olarak anilir.
(A+ B)|y) = Aly) + Bly)

ile tanimlanan iki dogrusal operatoriin toplaminin

(cA)[Y) = cAly)



skalar carpiminda oldugu gibi yine dogrusal bir operator oldugunu kolayca gorebilirsiniz. Dolayisiyla,

dogrusal operator kiimesi bir vektor uzay: olugturur. Dahasi,

(AB)|v) = AB|¢)
ile tanimlanan iki operatoriin ¢arpimi dogrusal bir operatordiir. Boylece, dogrusal operator

kiimesi bir cebir olusturur.
Her dogrusal operatoriin |i) ortonormal bazi (ONB) cinsinden yazlabilecegini gérmek zor
degildir.
A=) Ayl
]
burada
Ay = (ilAlj)

|i) ile saglanan bazda A’nin matris elemanlar1 olarak adlandirilir. * Bunu gérmek igin, basitge
|1) ve Aly) vektorlerini ONB’de agin

AlY) = STIRGAY = 3 GAINGI) = 3 Asl i)

Bunun ¢ok 6nemli bir 6rnegi
IlY) = [¥), Vi)

ile tamimlanan birim (6zdeslik) operatordiir. Bu,
I= Z i) (i (2)

ayrigimina sahiptir (iyi bir aligtirmal). Cesitli denklemleri manipule etmek i¢in her zaman bu
“birim ¢oziimlemesi” kullanilir. Bunu unutmayin! Basit bir 6rnek olarak, 2’yi oldukga agikar

bir Ozellik geklinde bir baz formiiliinde kullanabilirsiniz :

9) = 1Y) = (Z\ )rwzzmww

Aslinda A;; dizisi, A dogrusal operatoriiniin verilen bir bazdaki matris temsilidir. Bunun nasil
caligtigin1 gormek igin, dogrusal bir operatoriiniin bir vektor tizerindeki etkisini diigiinelim ve
ortonormal |7) bazinda ac¢tigimizda matris carpiminin tanidik kurallarinin ortaya gikigini gérelim.

Izleyin,

(@Al) = @D Agwli) (klv)
jk

= > Aglilg) (kle)

jk

= > Aplkly).
k

*Daha genel olarak, («|A|S) formundaki herhangi bir skalar, matris elemani olarak anilir.



Son satir Aly)"n . bilegeninin — A[)’1 temsil eden siitun vektoriiniin ¢. eleman: — nasil A;j, dizisi
ile (k|t) stitun vektoriiniin matris garpinu tarafindan verildigini gosteriyor. Esit bir bigimde
(miitesaviyen) matris ¢arpiminin, dogrusal operatorlerin ¢arpimi yoluyla nasil tanimlandigim
gorebiliriz. AB operatériiniin matris elemanlarimi diisiniin :

(ilABlk) = ) (ilAl5)(j|Blk)

J
= Y Ai;Bj;
J
Bir A dogrusal operatori verildiginde 6zvektorler ve 6zdegerler kavraminm hatirlariz. Bunlar,
A[X) = AlA)

denkleminin A ve |\) ¢ozlimleridir. Sifir vektorii bir 6zvektor olarak diigiiniilmez. Bir A 6zdegerine
kargilik gelen |\) 6zvektoriiniin tek bir tane olmadigini dikkate alin. Ciinkii, bu 6zvektoriin her-
hangi bir skalar kat1 da ayni 6zdegerli bir 6zvektordiir. Bununla beraber, bu tip 6zvektorlerin
lineer bagimh olmadigina dikkat edin. Verilen bir 6zdeger icin birden fazla lineer bagimsiz
ozvektor bulunabilir veya bulunmayabilir. Bulundugu durumda, 6zdegerin dejenere oldugu
sOylenir. Ayrica, 6zdegerlerin sayisinin ve ézuzayin boyutunun 0’dan Hilbert uzaymim (hala

sonlu) boyutuna kadar degigebilecegini not edin.

Son olarak, H {izerindeki A dogrusal operatoriiniin dual vektér uzayinda, yani bra’larin

uzayinda, da bir dogrusal operasyon tanimladigini not edin. Bu operasyon,

(W] = (¥4

ile gosterilir. (| A’y1 tamimlamak igin ket’ler iizerine (dogrusal bir fonksiyon olarak) nasil
etkiyecegini soylemeliyiz; tanim

(L1 A)l9) = (¢[Al9)

dir. Bir aligtirma olarak, tanimlandigi gibi ()| A’ gergekten dogrusal bir fonksiyon, yani, bir

bra ve A'nmin bra’lar lizerine dogrusal bir operasyon oldugunu kontrol edebilirsiniz.

Kendine eslenik operatorler

Sonlu boyutlu Hilbert uzayinda bir A dogrusal operatorii, A’nin eglenigi olarak adlandirilan

bir AT operatorii tammlar. Bu, biitiin ket’ler icin

(| AT|g) = (g Aly)*

saglanacak sekilde tanimlanir. Bunun, matris elemanlari, A’minkinin kompleks eglenik-transpozu

olan AT operatériinii tanimlamaya egdeger oldugunu not edin.



Eger
At =4

ise A’nin kendine eglenik veya Hermityen oldugunu soyleriz.

Bir Hermityen operatoriiniin gergel 6zdegerlere sahip olmasi ve farkl 6zdegerlere karsilik
gelen Ozvektorlerin ortogonal olmasi gerektigi, lineer cebirin standart sonucudur. Basglangig is-
patlar1 icin ders kitabiniza bagvurun. Lineer cebirin son derece 6nemli bir teoremi, bir Hermityen
operatoriin her zaman ortonormal 6zvektor bazi kabul edecegini soyler. Tipik olarak, 6zdeger

ve Ozvektorleri gostermek igin

Ali) = asli)

seklinde bir notasyon kullanacagiz.



