Ders 2

Metindeki ilgili bolimler §1.2

Spin 1/2’nin kuantum kurami

Simdi, elektron spininin, daha 6nce anlatilan deneysel gerceklerle ortiigen, kuantum

mekaniksel bir tarifini vermeye calisacagiz.

Kuantum mekaniginin kurallarini kisaca ifade ederek baslayalm. Ilerledikge bunlarn

ne anlama geldigini gosterecegiz. Baslangicta biiytik resmi bilmek en iyisidir.

Kural 1

Gozlenebilirler (kompleks) H Hilbert uzayinda kendine eslenik operatorlerle temsil

edilir.

Kural 2

Durumlar #H’da birim vektorlerle gosterilir. A goézlenebilirinin |¢) durumundaki bek-

lenen degeri
(4) = (VIA[Y)

kosegen matris elemani ile verilir.

Kural 3

Zaman gelisimi ‘H’da stirekli bir tiniter dontigimdiir.

Simdi spin 1/2 bir pargacigin bir modelini kurmak i¢in Kurallar 1-2’yi kullanacagiz.
Kural 3’e bir siire ihtiyacimiz olmayacak (Boliim 2’ye kadar). Bir spin 1/2 sistemin, 3-d
Oklid uzayimda bir vektor tamimlayan, S gozlenebiliri ile tamamen tasvir edilebilecegini
kabul edelim. Bu itibarla, S gergekten de herbiri (Hilbert) vektoér uzayinda (kendine
eslenik) dogrusal operator olan ve S,, S, ve S, olarak etiketlenen 3 gézlenebilirin bir kollek-
siyonudur. S’nin herhangi bir bilegenine ait dl¢iimiin olasi sonuglarmin +A/2 oldugunu
gormiustiik. Gorecegimiz gibi, bu gozlenebilirlerden birine ait 6l¢iimiin olasi sonuglarinin
kiimesi iki degere sahip oldugu i¢in durum vektorlerinin Hilbert uzayini iki boyutlu olarak

kurmaliyiz. Iki boyutlu bir Hilbert uzayr* Hermityen skalar carpiml kompleks bir vektor

*Hilbert uzayi, belirli bir kapalilik koguluna bagh ve skalar garpimli vektor uzayidir. Aslinda, bu
kapalilik kogulu sonlu boyutlu vektor uzaylar: igin gereksizdir. Dolayisiyla bunun igin simdilik endige

etmemize gerek yok.



uzayidir. Simdi bunlarin tiimiimniin ne anlama geldigini aciklayalim.

Kuskusuz daha 6nce gordiigiiniiz i¢in vektor uzayinin formal tanimi ile ugragmayacagim.
Siz bunu tekrar gozden gegirmek isteyebilirsiniz. Vektor uzaymin elemanlarim |«), |5),
vb. sembollerle gosteririz. Elbette, yeni vektorler yapmak igin bunlar “toplanabilir” ki

bunu
la) +[8) = |7)

ile gosteririz. Skalerlerin (kompleks sayilarin) kiimesini a, b, ¢, vb. sembolleri ile gosteririz.

Bir [¢)) vektoriiniin ¢ ile skaler garpimi bagka bir vektordiir ki

cly) = [¥)e

ile gosterilir. |a) ve |) vektorlerinin Hermityen skaler ¢arpimini

{a|B) = {Bl)”

gosterimi ile simgeleriz. Skaler ¢arpim ayrica

(a(alB)) = {(alalB) = ala|B).
esitligini saglar.

Eger tiim bunlar sizde bir sagkinlik hissi uyandiriyorsa herhalde lineer cebir altyapinizin
gliclendirilmeye ihtiyaci vardir. Bazi basit ornekleri, simdi yapacagimiz sembollere anlam

vermeye yonelik, ¢caligmak ¢abuk bir onarimdir.

Vektor uzaylari - baglangic ornekleri
Burada, az onceki malzemenin bir kag¢ basit 6rnegini bulacaksiniz.

Ik olarak, siradan uzayda konum vektorlerinin kiimesini diigiintin. Toplamin bilegenlerce
veya paralelkenar kurali yoluyla tanimlandigi bir gercel vektor uzay: olustururlar. Skaler
carpim, bilegenlerle veya vektortin boyunun 6lgiisiinii alarak (skaler negatifse yontinii ters
gevirerek) tammlanir. Iki vektoriin skaler carpimi agina oldugumuz nokta carpimdir. Bu

bir gergel vektor uzayi oldugu icin kompleks eslenik isi onemsizdir.

Ikinci ve simdiki amaclarimz i¢in ¢ok daha énemli olarak, C2? kompleks vektor uzaymi
ve ikili kompleks sayilar1 diigiiniin. Bu vektor uzayimin elemanlar1 kompleks 6geli stitun

matrisleri tarafindan tanimlanabilir, 6rnegin,

v=(0)



Toplam bilegenlerce aligkin oldugumuz yoldan tanimlanir. Skaler carpim da bilegenlerce,

siitunun herbir elemanin ¢arpimi ile tanimlanir, 6rnegin,
ca
cly) = < ) :
cb

a a
= (7)) e ()
b by
skaler ¢arpimi,

i
<mwg=<2) (Z)={@ @)(Z)=ﬁ@+@@

Bu iki 6rnegin herbirinde yukarida listelenen cesitli soyut ozellikleri dogrulayabilmelisiniz.

Iki vektoriin

ile verilir.

Skaler carpima ozellikle 6nem verin.

Vektorleri tam olarak siitun vektorleri ile tanilamaktan sakindigimiza dikkat edin.
Bunun nedeni, bir stitun vektoriiniin gergekte verilen bir bazda bir vektoriin bilesenleri
olarak tanimlandigi bakig agisin1 uyarlayacagimizdandir. Biri, baz1 degigtirmek suretiyle
ayni vektore kargilik gelen siitun vektoriinii degistirebilir. Simdilik, bu inceligi gilivenli
bir sekilde gérmezden gelebilir ve [¢)), vb. gdsterimini, siitun ve satir vektorleri tizerinde
oynama yapmanin siislii bir yolu olarak diisiinebilirsiniz. Bu gosterimin yorumunu daha

sonra sikilayacagiz.

Aslinda, her 2-boyutlu kompleks vektor uzayr yukaridaki formda (siitun vektorleri,
vb.) ifade edilebilir. Dolayisiyla, spin 1/2 sistemini modellemek igin kullamlacak vektor
uzayl bu matematiksel temsile sahiptir. Bunu, takibeden kisimlarda kapsamlica kul-

lanacagiz.

Bralar ve ketler

Bir vektor uzayimin elemanlar igin |a) gdsterimini halihazirda kullandik. Kuskusuz,
bunlar1 “vektorler” olarak adlandirabilecegimiz gibi aligilagelmis gekilde - Dirac’1 takip
ederek - “ketler” olarak da isimlendirebiliriz ki bunu az sonra izah edecegiz. Hilbert
uzayinda herbir kete bagdasik, H’a “dual” fakh bir vektor uzayinda yasayan bir basgka
gesit vektor vardir. Bu dual vektor uzaym H* olarak biliriz ve bu uzayimn elemanlari
“dual vektorler” veya “bralar” olarak adlandirilir. Eger ketleri siitun vektorleri olarak

diigiiniirseniz, bralar satir vektorleri olur ve bir ket ile bir bra arasindaki ilgi Hermityen



eslenik  (kompleks eglenik - transpoz) ile tesir eder. Daha genel olarak, her |¢)) vektorii

‘H iizerinde skaler ¢arpim ile tanimlanan Fy, lineer fonksiyonunu,

Fy(je)) = (¢]e) (1)

belirler. Bir vektor uzayimndaki tiim lineer fonksiyonlarin kiimesi yine bir vektor uzayidir
- dual vektor uzayi. Bir Hilbert uzay: i¢in, dual vektor uzayi, yukarida isaret edildigi
sekilde orijinal vektor uzay: ile tarif edilir. Fy yerine, (1) tarafindan tamimlanan lineer
fonksiyon igin (¢)| gosterimini kullanirz. Boylece, [¢) keti bir (1| brasi tammlar ki bu H

uzerinde
) = (Y]a)

yoluyla bir lineer fonksiyondur. Bazen,

(W] = (lv))

yazariz ki siitun ve satir vektorleri cinsinden diigiiniiyorsaniz bu tam yerine oturur. Bralarin,
kompleks bir vektor uzay:r tanimladiklar: i¢in, herzamanki gibi toplanabilecegini ve skaler

carpimlarinin yapilabilecegini not edin. Agikar gosterimi :

(ol + (Bl =0l clla]) = cla] = {efc
ve benzerleri gibi kullaniriz. Ozel olarak, c|1) ketine karsilik gelen branin kompleks eglenik
icerdigini not edin :
(clp)" = (¥lc".

Bunu gormek i¢in |y) = ¢|¢) ile tammmlanan lineer bir fonksiyon disiintiriiz. Bir |«)

vektorii lizerinde hesaplayarak

(7le) = {aly)" = (ale[y))" = {aly)” = (Y]a)
elde ederiz.

Bu “bra” ve “ket” terminolojisinin kokeni, vektorler ve lineer fonksiyonlarin birbirleri
ile, bracket (parantez) gosterimini kullanan (¢)|«) skaler garpimi yoluyla, eglesmelerinden
gelir. Anladiniz m1? Bu terminoloji Dirac tarafindan sunulmustur ve kullandigimiz bu

gosterime “Dirac’in bra-ket gosterimi” denir.



