Fonksiyonel Analize Giris I Ara Sinav Sorular: 29 Kasim 2010

1 Bir metrik uzayda her kapali yuvar kapali bir kiimedir. Ispatlaymiz.

2 (a)

) -y ()
1o = [y

fonksiyonunun Cg ([0, 1]) iizerinde bir metrik oldugunu gosteriniz.

(b) d metriginin bir normdan elde edilemeyecegini ispatlayiniz.
3 Sonlu boyutlu normlu uzaylarin beg (5) 6zelligini yaziniz.

4 X n boyutlu bir lineer uzay ve {by, ..., b,} bu uzaym bir tabani olsun.

=1 i=1

bigiminde taniml ||-||; normunu goz éniine alalim. X lineer uzaymin bu norma gére bir Banach
uzay1 oldugunu ispatlayiniz.

Her soru 25 puan ve siire 80 dakikadir. ALI GUVEN



Fonksiyonel Analize Giris I Final Sinavi Sorulari 11 Ocak 2011

1 Her =,y € [0, 00) igin

|f (@) = f (W) <]z =yl
kosulunu saglayan, fakat hi¢ bir sabit noktasi bulunmayan bir f : [0, 00) — [0, 00) fonksiyonu
bulunuz.

2 X sonlu boyutlu bir normlu uzay ve A = {x € X : ||z|| < 1} olsun. f : X — R fonksiyonu
siirekli ise f A tizerinde diizgiin siireklidir. Ispatlayimiz.

3 /s normlu uzayinin bir Schauder tabanin bulunuz.
4 I¢ carpim uzaylarinda Cauchy-Schwarz esitsizligini ifade ediniz.
5 X bir i¢ carpim uzay1 ve o € X olsun.
foo : X = K, fo () = (x, 20)
fonksiyonunun X iizerinde diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.
6 Her i¢ carpim uzay1 bir Banach uzay:r midir? Nedenleriyle agiklayiniz.
7 Her Banach uzay: bir Hilbert uzay1 midir? Nedenleriyle aciklayiniz.

8 Bir X i¢ carpim uzaymnda her A C X icin At = A esitligi saglanir nu? Nedenleriyle
aciklayiniz.

9 Ortonormal taban ne demektir? Tanimlayiniz ve bir ¢rnek veriniz.

10 Fourier katsayilar: ve Fourier serisi kavramlarinin tanimlarini yaziniz.

Her soru 10 puan ve siire 60 dakikadir. ALI GUVEN



Fonksiyonel Analize Girig I Biitiinleme Sinavi Sorulari 31 Ocak 2011

1 X sonlu boyutlu bir normlu uzay olsun. Her z,y € X icin

17 @)~ F @)l < 3 llz ol

kosulunu saglayan, fakat hic bir sabit noktas1 bulunmayan bir f : X — X fonksiyonu bulunabilir
mi? Nedenleriyle agiklayimniz.

2 Schauder tabani ne demektir? Tanimlayiniz ve bir 6rnek veriniz.
3 Her normlu uzayin bir Schauder tabani1 var midir? Nedenleriyle agiklayiniz.
4 I¢ carpim uzaylarinda paralelkenar kuralini ifade ediniz.
5 X bir i¢ garpim uzayi, (x,) bu uzayda bir dizi ve g € X olsun. Eger x,, — x ise
(T, x0) — (T, T0)
oldugunu gosteriniz.
6 Her i¢ carpim uzay1 bir normlu uzay midir? Nedenleriyle acgiklayiniz.
7 Banach uzay1 olmayan bir Hilbert uzay1 bulunuz.
8 X bir i¢ carpim uzay1 ve x,y € X olsun. Eger x Ly ise
lz = ylI* = ll=* + lly]I”
olur. Ispatlaymiz.
9 H bir Hilbert uzay1 ve A C H olsun. Hangi durumda A+t = A esitligi saglanir?

10 Ortonormal kiime ne demektir? Tanimlayiniz ve bir érnek veriniz.

Her soru 10 puan ve siire 60 dakikadir. ALI GUVEN



Fonksiyonel Analize Girig II Ara Sinavi Sorular: * 11 Nisan 2011

1 X ve Y birer normlu uzay ve T € L (X,Y) olsun. T (B (fx, 1)) kiimesi Y uzaymda siurh ise
1T (@) < klzll, VoeX
olacak sekilde bir k& > 0 sayis1 vardir. Ispatlayiniz.
2 Iki normlu uzay arasinda tamimh her lineer doniisiim siirli mudir? Nedenleriyle aciklayimniz.
3 Hangi durumda iki normlu uzay arasinda tanimli her lineer doniigiim sinirhi olur?
4 H sonsuz boyutlu bir Hilbert uzay: ve (e,) bu uzayin bir ortonormal tabani olsun.
T:H — 0, T (z)=((x,en))
doniistimiiniin bir izometrik izomorfizm oldugunu gosteriniz.

5 X bir Banach uzay1 ve T' € B (X) olsun. ||T|| < 1 ise

(Ix+77) " = > (=)fT*
k=0
olur. Ispatlayniz.
6 A= {(m,n): m,n € Z} kilmesi R? iginde ikinci kategoriden midir? Nedenleriyle agiklayimniz.

7 Diizgiin sinirlilik teoreminin ifadesini yaziniz.

8 X ve Y birer Banach uzayi ve T' € B (X,Y) olsun. X x Y {izerinde

Gz, )l = llll + ]

normunu diigiinelim.

S:X = G(T), S(x) = (2, (z))

doniistimiiniin bir izomorfizm oldugunu gosteriniz.

*4. ve 8. sorular 20 puan, diger sorular 10 puandir. Siire 60 dakikaduir. ALI GUVEN



Fonksiyonel Analize Giris II Final Sinavi Sorular: * 14 Haziran 2011

1 X bir normlu uzay olsun. Her x € X i¢in

@l
Jal| = p{—Hfll .feX\{O}}

oldugunu gosteriniz.

2 X bir normlu uzay olsun. X ayrilabilir ise X’ uzay1 da ayrilabilir olur mu? Nedenleriyle
aciklayimiz.

3 Yansimali her normlu uzay bir Banach uzay1 midir? Nedenleriyle agiklayiniz.
4 Her Banach uzay1 yansimali midir? nedenleriyle agiklayiniz.

5T :K* - K%z = (v1,22) — T (2) = (xq,2;) doniisiimii bir Hermite doniisiimii miidiir?
Nedenleriyle aciklayimiz.

6 H bir Hilbert uzayr ve T € B(H) olsun. 7T tersinir ise 7* doniisiimii de tersinirdir ve
(T*)"" = (T~Y)" olur. Ispatlaymz.

7 Birimsel doniisiim ne demektir? Tanmimlayiniz ve bir 6rnek veriniz.

8 H kompleks bir Hilbert uzayi, T € B(H) ve A € C olsun. A € o (T) ise |A| < ||T|| olur.
Ispatlayimiz.

*5. ve 8. sorular 20’ser puan, diger sorular 10’ar puandir. Siire 60 dakikadir. ALI GUVEN



Fonksiyonel Analize Girig II Biitiinleme Sinavi Sorular: * 27 Haziran 2011

1 X bir normlu uzay olsun. X ayrilabilir ise X’ uzay1 da ayrilabilir olur mu? Nedenleriyle
aciklayiniz.

2 Her Banach uzay:1 yansimali midir? nedenleriyle aciklayiniz.
3 Yansimali her normlu uzay bir Banach uzay: midir? Nedenleriyle aciklayiniz.

4 H kompleks bir Hilbert uzay1 ve T' € B (H) olsun. 7" = R+ iS5 olacak gekilde R ve S Hermite
doniisiimleri vardir. Ispatlaymiz.

5T :K — K%z = (v1,72) — T(x) = (v2,7;) doniisiimii bir birimsel déniigiim miidiir?
Nedenleriyle aciklayimiz.

*Her soru 20 puan ve siire 60 dakikadir. ALI GUVEN



