
Fonksiyonel Analize Giri̧s I Ara S¬nav Sorular¬ 29 Kas¬m 2010

1 Bir metrik uzayda her kapal¬yuvar kapal¬bir kümedir. ·Ispatlay¬n¬z.

2 (a)

d (x; y) =

1Z
0

jx (t)� y (t)j
1 + jx (t)� y (t)jdt

fonksiyonunun CR ([0; 1]) üzerinde bir metrik oldu¼gunu gösteriniz.

(b) d metri¼ginin bir normdan elde edilemeyece¼gini ispatlay¬n¬z.

3 Sonlu boyutlu normlu uzaylar¬n beş (5) özelli¼gini yaz¬n¬z.

4 X n boyutlu bir lineer uzay ve fb1; :::; bng bu uzay¬n bir taban¬olsun.

kxk1 :=
nX
i=1

j�ij ; x =
nX
i=1

�ibi 2 X

biçiminde tan¬ml¬k�k1 normunu göz önüne alal¬m. X lineer uzay¬n¬n bu norma göre bir Banach
uzay¬oldu¼gunu ispatlay¬n¬z.

Her soru 25 puan ve süre 80 dakikad¬r. AL·I GÜVEN
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1 Her x; y 2 [0;1) için
jf (x)� f (y)j < jx� yj

koşulunu sa¼glayan, fakat hiç bir sabit noktas¬bulunmayan bir f : [0;1) ! [0;1) fonksiyonu
bulunuz.

2 X sonlu boyutlu bir normlu uzay ve A = fx 2 X : kxk � 1g olsun. f : X ! R fonksiyonu
sürekli ise f A üzerinde düzgün süreklidir. ·Ispatlay¬n¬z.

3 `1 normlu uzay¬n¬n bir Schauder taban¬n¬bulunuz.

4 ·Iç çarp¬m uzaylar¬nda Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gini ifade ediniz.

5 X bir iç çarp¬m uzay¬ve x0 2 X olsun.

fx0 : X ! K; fx0 (x) = hx; x0i

fonksiyonunun X üzerinde düzgün sürekli oldu¼gunu gösteriniz.

6 Her iç çarp¬m uzay¬bir Banach uzay¬m¬d¬r? Nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

7 Her Banach uzay¬bir Hilbert uzay¬m¬d¬r? Nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

8 Bir X iç çarp¬m uzay¬nda her A � X için A?? = A eşitli¼gi sa¼glan¬r m¬? Nedenleriyle
aç¬klay¬n¬z.

9 Ortonormal taban ne demektir? Tan¬mlay¬n¬z ve bir örnek veriniz.

10 Fourier katsay¬lar¬ve Fourier serisi kavramlar¬n¬n tan¬mlar¬n¬yaz¬n¬z.

Her soru 10 puan ve süre 60 dakikad¬r. AL·I GÜVEN
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1 X sonlu boyutlu bir normlu uzay olsun. Her x; y 2 X için

kf (x)� f (y)k � 1

2
kx� yk

koşulunu sa¼glayan, fakat hiç bir sabit noktas¬bulunmayan bir f : X ! X fonksiyonu bulunabilir
mi? Nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

2 Schauder taban¬ne demektir? Tan¬mlay¬n¬z ve bir örnek veriniz.

3 Her normlu uzay¬n bir Schauder taban¬var m¬d¬r? Nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

4 ·Iç çarp¬m uzaylar¬nda paralelkenar kural¬n¬ifade ediniz.

5 X bir iç çarp¬m uzay¬, (xn) bu uzayda bir dizi ve x0 2 X olsun. E¼ger xn ! x ise

hxn; x0i ! hx; x0i

oldu¼gunu gösteriniz.

6 Her iç çarp¬m uzay¬bir normlu uzay m¬d¬r? Nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

7 Banach uzay¬olmayan bir Hilbert uzay¬bulunuz.

8 X bir iç çarp¬m uzay¬ve x; y 2 X olsun. E¼ger x?y ise

kx� yk2 = kxk2 + kyk2

olur. ·Ispatlay¬n¬z.

9 H bir Hilbert uzay¬ve A � H olsun. Hangi durumda A?? = A eşitli¼gi sa¼glan¬r?

10 Ortonormal küme ne demektir? Tan¬mlay¬n¬z ve bir örnek veriniz.

Her soru 10 puan ve süre 60 dakikad¬r. AL·I GÜVEN
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1 X ve Y birer normlu uzay ve T 2 L (X; Y ) olsun. T
�
B (�X ; 1)

�
kümesi Y uzay¬nda s¬n¬rl¬ise

kT (x)k � k kxk ; 8x 2 X

olacak şekilde bir k > 0 say¬s¬vard¬r. ·Ispatlay¬n¬z.

2 ·Iki normlu uzay aras¬nda tan¬ml¬her lineer dönüşüm s¬n¬rl¬m¬d¬r? Nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

3 Hangi durumda iki normlu uzay aras¬nda tan¬ml¬her lineer dönüşüm s¬n¬rl¬olur?

4 H sonsuz boyutlu bir Hilbert uzay¬ve (en) bu uzay¬n bir ortonormal taban¬olsun.

T : H ! `2; T (x) = (hx; eni)

dönüşümünün bir izometrik izomor�zm oldu¼gunu gösteriniz.

5 X bir Banach uzay¬ve T 2 B (X) olsun. kTk < 1 ise

�
IX + T

2
��1

=
1X
k=0

(�1)k T 2k

olur. ·Ispatlay¬n¬z.

6 A = f(m;n) : m;n 2 Zg kümesi R2 içinde ikinci kategoriden midir? Nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

7 Düzgün s¬n¬rl¬l¬k teoreminin ifadesini yaz¬n¬z.

8 X ve Y birer Banach uzay¬ve T 2 B (X; Y ) olsun. X � Y üzerinde

k(x; y)k1 = kxk+ kyk

normunu düşünelim.
S : X ! G (T ) ; S (x) = (x; T (x))

dönüşümünün bir izomor�zm oldu¼gunu gösteriniz.

�4: ve 8: sorular 20 puan, di¼ger sorular 10 puand¬r. Süre 60 dakikad¬r. AL·I GÜVEN
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1 X bir normlu uzay olsun. Her x 2 X için

kxk = sup
�
jf (x)j
kfk : f 2 X 0n fOg

�
oldu¼gunu gösteriniz.

2 X bir normlu uzay olsun. X ayr¬labilir ise X 0 uzay¬da ayr¬labilir olur mu? Nedenleriyle
aç¬klay¬n¬z.

3 Yans¬mal¬her normlu uzay bir Banach uzay¬m¬d¬r? Nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

4 Her Banach uzay¬yans¬mal¬m¬d¬r? nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

5 T : K2 ! K2; x = (x1; x2) ! T (x) = (x2; x1) dönüşümü bir Hermite dönüşümü müdür?
Nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

6 H bir Hilbert uzay¬ ve T 2 B (H) olsun. T tersinir ise T � dönüşümü de tersinirdir ve
(T �)�1 = (T�1)

� olur. ·Ispatlay¬n¬z.

7 Birimsel dönüşüm ne demektir? Tan¬mlay¬n¬z ve bir örnek veriniz.

8 H kompleks bir Hilbert uzay¬, T 2 B (H) ve � 2 C olsun. � 2 � (T ) ise j�j � kTk olur.
·Ispatlay¬n¬z.

�5: ve 8: sorular 20�̧ser puan, di¼ger sorular 10�ar puand¬r. Süre 60 dakikad¬r. AL·I GÜVEN
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1 X bir normlu uzay olsun. X ayr¬labilir ise X 0 uzay¬da ayr¬labilir olur mu? Nedenleriyle
aç¬klay¬n¬z.

2 Her Banach uzay¬yans¬mal¬m¬d¬r? nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

3 Yans¬mal¬her normlu uzay bir Banach uzay¬m¬d¬r? Nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

4 H kompleks bir Hilbert uzay¬ve T 2 B (H) olsun. T = R+ iS olacak şekilde R ve S Hermite
dönüşümleri vard¬r. ·Ispatlay¬n¬z.

5 T : K2 ! K2; x = (x1; x2) ! T (x) = (x2; x1) dönüşümü bir birimsel dönüşüm müdür?
Nedenleriyle aç¬klay¬n¬z.

�Her soru 20 puan ve süre 60 dakikad¬r. AL·I GÜVEN


